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POTENCIA DE EXPOENTE NEGATIVO

Nesta aula, estudaremos as poténcias de expoente negativo.

Definic¢do: Sejaa € Ren € N*, temos que

1
at=—
an
Exemplos:
1. Calcule as poténcias abaixo:
y2iolol
41 1
b) 27 =5 =5
_ 1 1 1
C) (—5) 3 = (_5)3 = E= _E
4\ "2 1 1 25
d —_—— = = = —
) ( 5) (_g)z (g) 16
3\ 7° 1 1 32
€) (_E) :( %)5_(_%)__E
1\’ 1 1
—= = = = —128
) syt
10\ 1 1 1 23
g2) (E) = (_%)1 = (_g) = ~To =-23

Observagio: Sejaa € Ren,m € Z com a # 0, temos que

a™ 1

=aq". =qt.gM=qgtt(-m = gn-m
am am
Observagao: Para todos os a # 0, a1 ¢ chamado de inverso de a, pois
1 1 a
a.a =qQ.—=—=
a a
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Observagido: Se a = 0 e n € N*, 07" é um simbolo sem significado, pois ndo existe

zero no denominadot.

Usando as definicoes de poténcia com expoente natural e com expoente negativo,

podemos fazer a seguinte definicao:

Definigao: Sejaa € Ren € Z tem

( 1, n=0ea#0
n—1
=1 @ n>0
1
L g n<0ea#0
ATIVIDADES

1. Simplifique as expressoes, supondo a - b # 0.

(a3.p72)7"
a) (a—4- b 3) 3

b) (a2n+1. al—n' a3—n)

2n+3 n-1

a a
c) g 2n—1)

a2(n+1). a3—n

al-n
an+4_ g3 gn
e) at.am

2. Resolva a equagao:
8x*=3-22—-372)71+(0,2)3
3. Determine o valor da expressao:

43,273 ¢ (%)_4. 3-2

5.(1,2)71

4. Sea = (l)—z + (l)_z eb = @ determine a?.

()
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POTENCIA DE EXPOENTE IRRACIONAL

esta aula, estudaremos as poténcias de expoente irracional.
Definig¢do: Sejam dados b € R} e« € R — Q. Temos que b* é uma
poténcia de expoente irracional.

O numero irracional é um numero infinito e niao periédico, assim as

poténcias com expoente irracional vao possuir expoentes infinitos e sem

periodo. Com isso, essas poténcias serdo obtidas através de aproximagoes

por expoentes racionais, COmo veremos a seguit:

1. Calcule a poténcia 5V3,

Resolugao: Sabemos que

V3 = 1,7320508075688772935274463415059

e também que 1 < V3 < 2.
Assim, temos que:
51 < 5Y3 < 52
517 < 5V3 < 518
5173 « 5V3 < gl74
51732 ~ §V3 ~ 51733
517320 ~ 5V3 ~ 51,7321

5173205 5\/5 < 51,73206

Portanto, a cada casa decimal que descobrimos na v 3, nos possibilita uma aproximacao

maior da poténcia 5‘/5, isto ¢, vamos descobrindo um intervalo mais préximo. Este processo

é feito pelas calculadoras, até obtermos que:

5V3 = 16,24245
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Observagdes:

14 =1, Ve ER—-Q
Se a < 0,0%, ndo tem significado, pois nio existe zero no denominador.

Para as poténcias com expoente irracional, valem as propriedades da poténcia de
expoente racional.

Vejamos algumas simplifica¢des utilizando as propriedades de poténcia.
Exemplos:
1. Simplifique 7 . 5V3,57V3,

Resolugio:

7.53 5V3=7 5V3+(-V3) =7 5V3-V8 =7 50 -7 1 =7

2. Simplifique 2 1+ V3 47V1Z,
Resolugio:

21+V3 4=V12 — 92 1++V3 9-4V3 — 9 1+V3+(-4V3) — 2 1-3V3

o 5 V18
3. Simplifique 7
Resolugio:
5 V18
—53V2-2vV2 —_ 52
5 V8
ATIVIDADES
1. Simplifique:
a) 3.-2¥3.2°V3 fy 9v2:3V8
3
w (2%)" 9 (5777 1 259%)"
1
N b (o 00
V3
d) (3‘/5‘1)\/E+1 T TN T
) ( 4738 )

e) 2173 .47V2
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FUNCAO EXPONENCIAL

palavra exponencial vem do latim EXPONERE, que significa por a vista,
destacar, export, por fora, colocar fora.

Nesta aula, abordaremos as fungdes exponenciais que sao poténcias que

apresentam uma incégnita no expoente e sua base é sempre maior que zero
e diferente de um.

Na fungdo exponencial, a base ¢ diferente de 1, pois 1 elevado a qualquer numero,
resulta sempre em 1, ou seja, seria uma fun¢ao constante e nao exponencial. E, além disso, a

base ndo pode ser negativa, pois a base negativa nao pode ter expoente racional, pois o
radicando seria negativo na raiz.

A fungao exponencial esta presente em outras areas do conhecimento, como: Geografia,
Quimica e Biologia.

Vejam alguns exemplos:

Estacionéria + Porcentagem de atomos restantes (%)
1004

Células/ml
0%

g
i~
&
5 50..
&

Adaptacéo 12,5
6,257

Tempo

> (s)

Tempo

Crescimento Bacteriano. Fignra 1 - Meia Vida de um atomo.

Defini¢dao: Dado a € R} — {1}, denominamos fun¢io exponencial de base a, uma
funcio f de R em R, que ¢ definida por

f(x) =a*

PROPRIEDADES DA FUNCAO EXPONENCIAL

1* Propriedade: Para todo a € R} — {1}, temos que:

x=0=f(0)=b"=1
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2* Propriedade: A funcio exponencial f(x) = a* é crescente se, e somente se, @ >

1, isto é

X1 <Xz = f(x1) < fxy

3* Propriedade: A funcio exponencial f (x) = a* ¢ decrescente se, e somente se, 0 <
a<1, istoé

x; <xp = f(x1) > f(xy

4* Propriedade: A funcio exponencial f(x) = a* ¢ injetora para a € R} — {1}, pois
tanto para 0 < @ < 1 e a > 1 se tomarmos X; # X5, teremos f(x;) # f(xz).

Observagio: A fungio exponencial f(x) = a* estd definidacoma € R} — {1} ex €

R, entdo, a* > 0. Assim, temos que:

GRAFICO DE UMA FUNCAO EXPONENCIAL

As fungoes exponenciais possuem caracteristicas que ja foram apresentadas, vejamo-las:
* A fungio exponencial corta o eix0 ¥ no ponto (0, 1), pois f(0) = 1.
e Sea > 1 afuncio exponencial é crescente.
e Se 0 < a <1 afuncio exponencial ¢ decrescente.

* A fungio exponencial sempre estard acima do eixo x, pois f(x) = a* > 0.

Estas informag¢des sao fundamentais para elaborar um grafico da fungdo exponencial,

pois sdo os fundamentos desta fun¢dao, como veremos nas figuras abaixo.

X X

Funcao Exponencial

E o que vai variar é o valor de a. Conforme este valor, a curva tera uma inclinacao,

como veremos nos exemplos abaixo.
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Exemplos:

1. Construa o grafico da fungio f(x) = 3*.

Resolugio: Montando a tabela com a fun¢io f(x) = 3%, temos que:

x fx)
-2 1
9
—1 1
3
0 1
1 3
2 9

Assim, temos o seguinte grafico:

(1,3

Grifico da Fungio f (x) = 3%.

1

X
2. Construa o grafico da fungio f(x) = (E) :

X
Resolugdo: Montando a tabela com a funcio f(x) = G) , temos que:

x f(x)
-2 4
-1 2

0 1

1 1

2

2 1

4
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Assim, temos o seguinte grafico:

.1

(1,0.5)

3 2 2 0 1

Gridfico da funcao f (x) = (%)x

3. Construa o grafico da funcio f(x) = 10*.

2

Resolugio: Montando a tabela com a funcio f(x) = 10%, temos que:

x fix)
-2 1
100
—1 1
10
0 1
1 10
2 100

Assim, temos o seguinte grafico:

(0, 1)

(r) = 10°

-1 0 1

Grdfico da fungdo f(x) = 10*.

2

Matematica | 43



2

X
4. Construa o grafico da fungio f(x) = (E) .

X
Resolug¢do: Montando a tabela com a funcio f(x) = (E) , temos que:

x f(x)
-2 25
4
-1 5
2
0 1
1 2
5
2 4
25

Assim, temos o seguinte grafico:

y

Grdfico da fungdo f(x) = (g)x

5. Construa o grafico da funcio f(x) = e*.

Resolugdo: Tomando e = 2,7183, temos que:

x f(x)
-2 0,14
-1 0,37

0 1

1 2,72

2 7.39
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Assim, temos o seguinte grafico:

254

1514

0,1

3 25 2 -5 1 05 0 05 1 15 2 25 R

Grdfico da funcio f(x) = e*.

Podemos afirmar que o grafico da funcdo exponencial, cuja inclinagdo ¢é crescente,
assemelha-se ao “Caminho de Perfeicio”, isto ¢, ao Caminho de Santidade, pois ocorrem

movimentos semelhantes.

Quando a pessoa confessa seus pecados e comega a buscar uma vida de peniténcia e
orag¢ao, comeg¢a a decolar na sua vida espiritual, porém siao voos rasos dentro de um “Caminho

de Perfeicao”.

No grafico da fun¢iao exponencial crescente, a fungao comega bem préxima do eixo x
e a0s poucos vai crescendo.

Na vida espiritual chega um momento em que, mesmo crescendo, a pessoa para de agir
com suas forcas, deixando Deus conduzi-la totalmente, isto é, a pessoa passa 0 protagonismo
de sua vida para Deus (esse papel deveria ser sempre de Deus), assim, Ele a vai modelando.
E quando a vida de perfei¢ao chega nesse processo, é como se ocorresse uma explosao, pois

a vida interior cresce muito rapidamente, como acontece com o grafico crescente da fungao.

ATIVIDADES

1. Sejaa funcio f(x) = k. a*. Analise o grafico de f na figura e determine a e k.
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2. Seja uma cultura de bactérias que cresce de forma exponencial em um certo meio. Em
determinado momento (tempo inicial) existem 2.000 bactérias e ap6s 30 minutos esse
nimero passou para 4.000. Quantas bactérias estardo presentes neste meio apos 2

horas?

3. Construa os graficos abaixo:
a) f(x)=2%
1 X
b) g() = (5)

0= ()
d) t(x) =2*+1

e) v(x) =e”*

) r(x) =e™*
g) U(X) — 2x+2
h) d(x) =2~
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LOGARITMO

este volume, trataremos sobre Logaritmos e, nesta aula, veremos a historia e a

definicao de logaritmo.

A palavra logaritmo tem sua origem etimoldgica no termo em grego

LOGOS, que significa razao e ARITHMOS, que significa nimero.

HISTORIA DO LOGARITMO

O termo logaritmo foi criado por John Napier, um
matematico que nasceu em Edimburgo, na Escécia, no

ano de 1550.

John Napier queria achar um modo para

el ol s

LOGARITHMORV M
CANONIS DESCRIPTIO:
S E ¥
ARITHMETICARVM SVPPVTATIONVM
MIRABILIS ABBREVIATIO

Eiufque wfess in vivaque Trigonometria w! elidn in omni
LogifticaMathematica lifCimai facillimy

i S
expeditifiivii explicatio.

simplificar os calculos matematicos dos astronomos e
An:l\o:eBA: Inuic;:o:;_éo_{ng E:]S NEPEROG,
arone Merchiftonij, 8ze. COT o

de outros cientistas, portanto ele se propds a estudar

uma forma de facilitar os calculos, isto é, transformar o

produto em soma e a divisio em subtragao. : )

_ LUV GCDFE N e
Em 1614, Napier publicou o seu Mirifici “ApudBarth.Vincentium.
logarithmorum  canonis ~ descriptio(Uma  Descricao  do

e DG, XIX.
Ciem Priwilegio Cafar. Aajeff. & Chriff.Galliarurs Regis.

Maravilhoso Canon de Logaritmos), uma descri¢ao de

logaritmos, um conjunto de tabelas, e regras para o seu Miifici logarithmorum canonis descripio
uso. Com essa publicacio Napier esperava que, por

meio dos seus logaritmos, ele salvaria os astronomos por muito tempo e os livraria dos erros
de calculos. Suas tabelas de logaritmos de fungdes trigonométricas foram usadas durante

quase um século.

Henry Briggs foi um matematico inglés impressionado pelos logaritmos, que visitava
Napier frequentemente. Briggs reparou que a base que Napier utilizava era inconveniente,
assim, ambos fizeram uma mudanga para uma base decimal e estabeleceram as seguintes

igualdades:

logl=0 e logl0=1

Napier faleceu em 1617, porém Briggs deu continuidade aos estudos dos logaritmos,
apresentando, posteriormente, a tabela de logaritmos dos nimeros de 1 a 1000, calculados
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até a décima quarta casa decimal. Seis anos depois, ele completou o seu trabalho apresentando

os logaritmos de 1 a2 20 000 e de 90 000 2 100 000.

Em 1628, o holandés Henry Vlacq, preencheu a lacuna das tabuas precedentes,

publicando uma outra com os logaritmos dos nimeros de 20 000 a2 90 000.

E por fim, Briggs completou os logaritmos de toda a tabela em sua publicacdo final,
chamada de "Trigonometrica Britannica".

LOGARITMO

A fungao logaritmica descreve varios fenomenos naturais de grande importancia em
nosso cotidiano, como na escala Richter, que ¢é responsavel por medir a magnitude dos
terremotos.

Existem outras areas onde é encontrada a fungio logaritmica, como por exemplo na
Fisica e na Quimica. Na Fisica encontramos na escala de decibéis que mede a intensidade de
sons suportaveis pelo ouvido humano. Ja na Quimica, encontramos por exemplo, no calculo
de pH que mede o potencial hidrogeniénico de uma solu¢io aquosa em uma escala de 0 a

14, quanto maior a quantidade de hidrogénio menor o pH.

Definigdo: Sendo a e¢ b numeros reais ¢ positivos, com a # 1 ¢ b > 0, chama-se
logaritmo de b na base a o expoente que se deve dar a base a de modo que a poténcia obtida

seja igual a b.
log, b =x & a* =
Onde:
a — base do logaritmo
b — logaritmando

x = logaritmo
Exemplos:

1. Calcule log, 32.

Resolugio: Pela defini¢io, temos que:

log, 32 = 5, pois 2° = 32

1
2. Calcule logs pyet
Resolugio: Pela defini¢io, temos que:
L = 3 pois3 3 ==
log; = 3, pois 37° = -
3. Calcule logg 1.
Resolugiao: Pela defini¢do, temos que:
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logg1 =0, pois 8° =1

4. Calcule log, 25.

Resolugio: Pela definicao, temos que:

1 -2
logo 25 = —2, pois (0,2)2 = (E) = 52 = 25

Observagio: O logaritmo ¢ Gnico, ou seja, dados a e b existe um unico x tal que:

x =log, b

Observagio: A operacio em que determina o logaritmo é chamada logaritmagao.

ATIVIDADES

1. Calcule usando as defini¢oes:
1
a) log, Py
b) logg 4
C) 10g0’25 32
1
d) log; 5
e) logg, 3
f) log18
2
1
g) log; -
h) log,, 81
i) logq2525
i) log: 32
4
k) log,5 0,008
1
D) logy—
m) 10g0’01 0,001
n) log 5 V32
o) log. /77 V9
2. Calcule a expressao abaixo:
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log,(logs 9) + log,(logg; 3) + logg g(log;6 32)

3. As indica¢bes Ry e R;, na escala Richter, de dois terremotos estdo relacionadas pela

formula

M,
R; — R, = logy (E)

em que M; e M, medem a energia liberada pelos terremotos sob a forma de ondas que se
propagam pela crosta terrestre. Houve dois terremotos: um correspondente a

. M
R, = 8 e o outro correspondente a R, = 6. Calcule a razao M—l
2

4. Faca um breve resumo da histéria do logaritmo.

5. Uma outra maneira de escrever log, N = 5, sendo N um numero real positivo, é:

a) 2N =5
b) N°> =2
) 52=N
d 2°=N
e) N2=5
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GRAFICO DA FUNCAO LOGARITMICA

esta aula, estudaremos o grafico da fun¢io logaritmica.

Os graficos da fungdo logaritmica podem ser construidos de duas

maneiras, conforme o valor da base a.

1° MANEIRA: a > 1

A fungio logaritmica f(x) = log, X cuja base a é maior do que 1, possui uma fungio
crescente (Propriedade 2), além disso, sabemos que ela possui uma funciao inversa a
g(x) = a* (Propriedade 1).

Pela propriedade da func¢io inversa sabemos que podemos construir o grafico de uma
funcao f através do grafico de sua funcao inversa, sendo assim, construiremos o grafico da

funcio f(x) = log, x através do grifico da sua funcio inversa, a g(x) = a*.

Na fung¢io g(x) = a* conhecemos dois pontos, (0, 1) e (1, a), com isso, formamos
dois pontos na fungio logaritmica, (1, 0) e (a, 1). O grafico da exponencial tem o eixo X
como assintota, ja o grafico da logaritmica é o eixo y e as duas funcdes sao simétricas ao €ixo
y = X.

Vejamos a construcao da funcido logaritmica de base a > 1 através da funcao inversa

g(x) = a*.

py y = log,x

’
) R
ol,” Construgao da funcio logaritmica de base

7/ 1 x'

/7 n > 1 atravide Aa ciia inverca
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2> MANEIRA: 0 <a < 1

A funcio logaritmica f(x) = log, x cuja base a ¢ maior do que 0 e menor do que 1,
possui uma funcao decrescente (Propriedade 3), além disso, sabemos que ela possui uma
funcio inversa g(x) = a* (Propriedade 1).

Pela propriedade da funcio inversa sabemos que podemos construir o grafico de uma
funcio f através do grafico de sua func¢io inversa. Sendo assim, construiremos o grafico da
funcio f(x) = log, x através do grifico da sua funcio inversa, a g(x) = a*.

Na func¢io g(x) = a* conhecemos dois pontos, (0, 1) e (1, a), com isso, formamos
dois pontos na funcio logaritmica, (1, 0) e (a, 1). O grifico da exponencial tem o eixo x
como assintota, ja o grafico da logaritmica é o eixo Y e as duas func¢des sao simétricas ao eixo
y = X.

Vejamos a construgdo da fun¢io logaritmica de base 0 < a < 1 através da funcao

inversa g(x) = a”*.

y=a
0<a<1
v4
y=x
’
’
’
7/ ~ ~ ;o
N\’ Construg¢ao da func¢ao logaritmica de base
/
()/ > N &~ A~ 1 ateaxrhc Aa cirn inavravcn
P 1 X
’
’
’ =
2 y Iogax
/
Exemplos:

1. Construa o grifico da funcio f(x) = logg s x.

Resolugio: Primeiramente devemos organizar a tabela com os valores de x e f(x) e

os valores da inversa de f(x).

x g(x)
= (0,5)*

2 1

4

1 1

2

0 1

—1 2
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Bl N R =N
[N

Assim, com os valores da tabela, vamos construir o grafico da f(x) através da inversa.

2. Construa o grafico da funcio f(x) = log, x.

Resolugio: Primeiramente, devemos organizar a tabela com os valores de x e f(x) e

os valores da inversa de f(x).

gx) =2%

O | N| ®

N = = N D
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-2 1
4
x f(x) =log, x
4 2
2 1
1 0
1 -1
2
1 -2
4

Assim, com os valores da tabela, vamos construir o grafico da f(x) através da inversa.

¥

// -34| f(z) = logsy(x)

ATIVIDADES

1. A curva abaixo representa o grafico da funcio log, x, com x > 0. Calcule a soma das

areas dos retangulos destacados.
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2. Esboce o grafico das fungdes abaixo:
a) f(x) =logsx

b) g(x) =logix
3

9 f(x) = logs(x +2)
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LOGARITMOS DECIMAIS

Nesta aula, estudaremos os logaritmos decimais.

Definigao: Os logaritmos decimais sio os logaritmos de base 10 e sao formados pela
juncdo da caracteristica e da mantissa.

CARACTERISTICA E MANTISSA

Seja um namero real positivo X, este nimero estara sempre entre duas poténcias de base

10 com expoentes inteiros consecutivos.

Exemplos:

1.x = 2,541 = 10° < 2,541 < 10,
2.x=0,002=>10"3<0,001 <1072
3.x =41,78 2 10! < 41,78 < 102.
4.x =964 = 102 < 964 < 103.

5.x =154 861 = 10° < 154 861 < 10°.

Com isso, para cada x > 0, existe um ¢ € Z, tal que:

10 < x < 10" = 1og 10° < logx < log10°t! = c <logx <c+1

Portanto, temos que:
logx=c+m c€Z e 0<m<1

Observagio: O logaritmo decimal de X é a soma de um numero inteiro ¢ com um

nimero decimal m menor do que 1 e ndo negativo.
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Definigao: O numero inteiro ¢ encontrado no logaritmo X é chamado de caracteristica

do logaritmo de x.

Definigao: O numero inteiro m encontrado no logaritmo x é chamado de mantissa do

logaritmo de x.

Pelas defini¢es acima, temos que:

logx=c+m <c€Z e 0<m<1

VAN

Caracteristica do Mantissa do
logaritmo de x logaritmo de x
CARACTERISTICA

Para encontrarmos a caracteristica de um logaritmo devemos ficar atentos ao

logaritmando, pois temos duas maneiras para encontrarmos: X > 1ou 0 < x < 1.

1 MANEIRA: x > 1

Seja x o logaritmando do logaritmo decimal, tal que x > 1. Para esses valores de x
temos que a caracteristica do logaritmo decimal ¢ igual a0 numero de algarismos de sua parte

inteira menos 1.
¢ = numero de algarismos da parte inteira do logaritmando — 1
Exemplos:

1. Encontre a caracteristica do log 4,5.

Resolugio: Sabemos que 4,5 > 1 e que 4,5 possui um algarismo na parte inteira, entio,

temos que:
c=1-1=0
Portanto, a caracteristica do log4,5 é ¢ = 0.

2. Encontre a caracteristica do log 102,864.

Resolugio: Sabemos que 102,864 > 1 ¢ que 102,864 possui trés algarismos na parte

inteira, entao, temos que:
c=3—-1=2
Portanto, a caracteristica do log 102,864 é ¢ = 2.
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3. Encontre a caracteristica do log 807,2.

Resolugao: Sabemos que 807,2 > 1 e que 807,2 possui trés algarismos na parte

inteira, entdo, temos que:
c=3-1=2
Portanto, a caractetistica do log 807,2 é ¢ = 2.

4. Encontre a caracteristica do log 39.

Resolugdo: Sabemos que 39 > 1 e que 39 possui dois algarismos na parte inteira,

entao, temos que:
c=2-1=1

Portanto, a caracteristica do log 39 é ¢ = 1.

2> MANEIRA: 0 < x < 1

Seja x o logaritmando do logaritmo decimal, tal que 0 < x < 1. Para esses valores de x
temos que a caracteristica do logaritmo decimal é o oposto da quantidade de zeros que
precedem o primeiro algarismo significativo.

¢ = oposto da quantidade de zeros que precedem o primeiro algarismo significativo
Exemplos:

1. Encontre a caracteristica do log 0,045.

Resolugio: Sabemos que 0 < 0,045 < 1 e que 0,045 possui dois zeros que precedem

o primeiro algarismo significativo, entao, temos que:
c= -2
Portanto, a caracteristica do log 0,045 é ¢ = —2.

2. Encontre a caracteristica do log 0,2864.

Resolugdo: Sabemos que 0 < 0,2864 < 1 ¢ que 0,2864 possui um zero que precede
o primeiro algarismo significativo, entdao, temos que:

c= -1

Portanto, a caracteristica do 1og 0,2864 é ¢ = —1.

3. Encontre a caracteristica do log 0,0072.
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Resolugdo: Sabemos que 0 < 0,0072 <1 e que 0,0072 possui trés zeros que

precedem o primeiro algarismo significativo, entdo, temos que:
c= -3
Portanto, a caracteristica do log 0,0072 é ¢ = —3.

4. Encontre a caracteristica do log 0,00039.
Resolugio: Sabemos que 0 < 0,00039 < 1 e que 0,00039 possui quatro zeros que
precedem o primeiro algarismo significativo, entdo, temos que:

c= —4

Portanto, a caracteristica do 1og 0,00039 é ¢ = —4.

MANTISSA

Para encontrarmos a mantissa devemos ver os valores conforme a Tabua de Logaritmos
Decimais. Normalmente, as mantissas sao numeros irracionais, por isso, as tdbuas mostram

os valores aproximados dos logaritmos dos nimeros inteiros.

Propriedade da mantissa: A mantissa do logaritmo decimal de X ndo se altera se

multiplicarmos X por uma poténcia de 10 com expoente inteiro.

Note que em decorréncia da propriedade, os logaritmos decimais cujas representacoes

sao diferentes por causa da posi¢ao da virgula, possuem mantissas iguais.

Assim, temos que 13, 130, 1300, 13000, 0,13, 0,00013 possuem a mesma mantissa
0,113943, mas as caracteristicas sao diferentes, elas sao respectivamente 1, 2, 3,4, —1 ¢

—3.

Vejamos uma tabela de mantissas dos logaritmos dos nameros inteiros de 100 a 999.
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TABELA DE MANTISSA

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

000000

004321

008600

012837

017033

021189

025306

029384

033424

037426

11

041393

045323

049218

053078

056905

060698

064458

068186

071882

075547

12

079181

082785

086360

089905

093422

096910

100371

103804

107210

110590

13

113943

117271

120574

123852

127105

130334

133539

136721

139879

143015

14

146128

149219

152288

155336

158362

161368

164353

167317

170262

173186

15

176091

178977

181844

184691

187521

190332

193125

195900

198657

201397

16

204120

206826

209515

212188

214844

217484

220108

222716

225309

227887

17

230449

232996

235528

238046

240549

243038

245513

247973

250420

252853

18

255273

257679

260071

262451

264818

267172

269513

271842

274158

276462

19

278754

281033

283301

285557

287802

290035

292256

294466

296665

298853

20

301030

303196

305351

307496

309630

311754

313867

315970

318063

320146

21

322219

324282

326336

328380

330414

332438

334454

336460

338456

340444

22

342423

344392

346353

348305

350248

352183

354108

356026

357935

359835

23

361728

363612

365488

367356

369216

371068

372912

374748

376577

378398

24

380211

382017

383815

385606

387390

389166

390935

392697

394452

396199

25

397940

399674

401401

403121

404834

406540

408240

409933

411620

413300

26

414973

416641

418301

419956

421604

423246

424882

426511

428135

429752

27

431364

432969

434569

436163

437751

439333

440909

442480

444045

445604

28

447158

448706

450249

451786

453318

454845

456366

457882

459392

460898

29

462398

463893

465383

466868

468347

469822

471292

472756

474216

475671

30

477121

478566

480007

481443

482874

484300

485721

487138

488551

489958

31

491362

492760

494155

495544

496930

498311

499687

501059

502427

503791

32

505150

506505

507856

509203

510545

511883

513218

514548

515874

517196

33

518514

519828

521138

522444

523746

525045

526339

527630

528917

530200

34

531479

532754

534026

535294

536558

537819

539076

540329

541579

542825

35

544068

545307

546543

547775

549003

550228

551450

552668

553883

555094

36

556303

557507

558709

559907

561101

562293

563481

564666

565848

567026

37

568202

569374

570543

571709

572872

574031

575188

576341

577492

578639

38

579784

580925

582063

583199

584331

585461

586587

587711

588832

589950

39

591065

592177

593286

594393

595496

596597

597695

598791

599883

600973

40

602060

603144

604226

605305

606381

607455

608526

609594

610660

611723

41

612784

613842

614897

615950

617000

618048

619093

620136

621176

622214

42

623249

624282

625312

626340

627366

628389

629410

630428

631444

632457

43

633468

634477

635484

636488

637490

638489

639486

640481

641474

642465

44

643453

644439

645422

646404

647383

648360

649335

650308

651278

652246
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45

653213

654177

655138

656098

657056

658011

658965

659916

660865

661813

46

662758

663701

664642

665581

666518

667453

668386

669317

670246

671173

47

672098

673021

673942

674861

675778

676694

677607

678518

679428

680336

48

681241

682145

683047

683947

684845

685742

686636

687529

688420

689309

49

690196

691081

691965

692847

693727

694605

695482

696356

697229

698101

50

698970

699838

700704

701568

702431

703291

704151

705008

705864

706718

51

707570

708421

709270

710117

710963

711807

712650

713491

714330

715167

52

716003

716838

717671

718502

719331

720159

720986

721811

722634

723456

53

724276

725095

725912

726727

727541

728354

729165

729974

730782

731589

54

732394

733197

733999

734800

735599

736397

737193

737987

738781

739572

55

740363

741152

741939

742725

743510

744293

745075

745855

746634

747412

56

748188

748963

749736

750508

751279

752048

752816

753583

754348

755112

57

755875

756636

757396

758155

758912

759668

760422

761176

761928

762679

58

763428

764176

764923

765669

766413

767156

767898

768638

769377

770115

59

770852

771587

772322

773055

773786

774517

775246

775974

776701

777427

60

778151

778874

779596

780317

781037

781755

782473

783189

783904

784617

61

785330

786041

786751

787460

788168

788875

789581

790285

790988

791691

62

792392

793092

793790

794488

795185

795880

796574

797268

797960

798651

63

799341

800029

800717

801404

802089

802774

803457

804139

804821

805501

64

806180

806858

807535

808211

808886

809560

810233

810904

811575

812245

65

812913

813581

814248

814913

815578

816241

816904

817565

818226

818885

66

819544

820201

820858

821514

822168

822822

823474

824126

824776

825426

67

826075

826723

827369

828015

828660

829304

829947

830589

831230

831870

68

832509

833147

833784

834421

835056

835691

836324

836957

837588

838219

69

838849

839478

840106

840733

841359

841985

842609

843233

843855

844477

70

845098

845718

846337

846955

847573

848189

848805

849419

850033

850646

71

851258

851870

852480

853090

853698

854306

854913

855519

856124

856729

72

857332

857935

858537

859138

859739

860338

860937

861534

862131

862728

73

863323

863917

864511

865104

865696

866287

866878

867467

868056

868644

74

869232

869818

870404

870989

871573

872156

872739

873321

873902

874482

75

875061

875640

876218

876795

877371

877947

878522

879096

879669

880242

76

880814

881385

881955

882525

883093

883661

884229

884795

885361

885926

77

886491

887054

887617

888179

888741

889302

889862

890421

890980

891537

78

892095

892651

893207

893762

894316

894870

895423

895975

896526

897077

79

897627

898176

898725

899273

899821

900367

900913

901458

902003

902547

80

903090

903633

904174

904716

905256

905796

906335

906874

907411

907949

81

908485

909021

909556

910091

910624

911158

911690

912222

912753

913284
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82

913814

914343

914872

915400

915927

916454

916980

917506

918030

918555

83

919078

919601

920123

920645

921166

921686

922206

922725

923244

923762

84

924279

924796

925312

925828

926342

926857

927370

927883

928396

928908

85

929419

929930

930440

930949

931458

931966

932474

932981

933487

933993

86

934498

935003

935507

936011

936514

937016

937518

938019

938520

939020

87

939519

940018

940516

941014

941511

942008

942504

943000

943495

943989

88

944483

944976

945469

945961

946452

946943

947434

947924

948413

948902

89

949390

949878

950365

950851

951338

951823

952308

952792

953276

953760

90

954243

954725

955207

955688

956168

956649

957128

957607

958086

958564

91

959041

959518

959995

960471

960946

961421

961895

962369

962843

963316

92

963788

964260

964731

965202

965672

966142

966611

967080

967548

968016

93

968483

968950

969416

969882

970347

970812

971276

971740

972203

972666

94

973128

973590

974051

974512

974972

975432

975891

976350

976808

977266

95

977724

978181

978637

979093

979548

980003

980458

980912

981366

981819

96

982271

982723

983175

983626

984077

984527

984977

985426

985875

986324

97

986772

987219

987666

988113

988559

989005

989450

989895

990339

990783

98

991226

991669

992111

992554

992995

993436

993877

994317

994757

995196

99

995635

996074

996512

996949

997386

997823

998259

998695

999131

999565
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Observagdo: A primeira coluna e a primeira linha estio em negtrito, pois elas sio

responsaveis por formar todos os nimeros de 100 a 999, através da convergéncia entre elas.

A primeira coluna ¢ composta por linhas de 10 até 99, por isso estas linhas
correspondem aos dois primeiros algarismos do nuimero ao qual queremos encontrar a
mantissa. Ja a primeira linha ¢ composta por colunas de 0 até 9, que correspondem ao ultimo
algarismo.

Exemplos:

1. Encontre a mantissa do niumero 458.

Resolugdo: O numero 458 ¢ a convergéncia da linha 45 e da coluna 8 que resulta na

mantissa 0,660865.

2. Encontre a mantissa do nimero 783.

Resolugio: O nimero 783 ¢ a convergéncia da linha 78 e da coluna 3 que resulta na

mantissa 0,893762.

3. Encontre a mantissa do nimero 101.

Resolugdo: O nimero 101 ¢ a convergéncia da linha 10 e da coluna 1 que resulta na

mantissa 0,004321.

Vejamos, abaixo, os valores dos logaritmos de 1 ao 100:
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Base 10

TABELA DE LOGARITMOS DECIMAIS

n® log n® log n® log n® log ne log

i 0 21 1,322219 41 1,612784 61 1,78533 81 1,908485
2 0,30103 22 | 1,342423 42 | 1,623249 62 | 1,792392 22 1,913814
3 0477121 23 1,361728 43 1,633468 03 1,799341 83 1,2919078
1 0,60206 21 1,380211 1A 1,613153 61 1,80618 81 1,921279
5 0,69897 25 1,39794 415 | 1,653213 65| 1,812913 85 1,929419
G 0,7768151 20 | 1,414973 46 | 1,662758 6o | 1,819544 806 1,934498
7 0,845008 271 1,431364 47 | 1,672008 6/ | 1,826075 87 1,539510
a 0,90309 28| 1,447158 48 | 1,681741 68 | 1,832509 28 1,944483
g9 0,954243 291 1,462398 49 |1 1,690196 Hu 1,838849 59 1,94959
10 1 30| 1477121 50 1,69897 70| 1,845098 20 1,954243
11 1,041393 31 1,491362 51 1,70757 71 1,851258 01 1,959041
12 | 1,079181 32 1,50515 52 | 1,716003 72 | 1,857332 9z 1,963788
i3 1,113943 33 1,518514 33 1,724270 Fic 1,8G03323 93 1,9G8483
11 1,116128 31 1,531179 51 1,732391 74 1,869232 o1 1,973128
15| 1,176091 35| 1,544068 55 | 1,740363 75| 1,875061 95 | 1,977724
16 1,20412 26 | 1,556303 56 | L, 748188 76| 1,880&814 26 1,882271
17 | 1,230449 37 1,568202 57| 1,755875 77| 1,886491 o7 1,086772
i8 | 1,255273 38| 1,579784 58 | 1,763478 78 | 1,892095 a8 1,991226
39 [ 1,278754 39 | 1,591065 59 | 1,770852 79 1,897627 Qo 1,995635
20 1,30103 40 1,60206 60| 1,778151 80O 1,90309 100 2
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ATIVIDADES

1. Calcule:
a) log 23,5
b) log 7,84
c) log0,481
d) log0,00991
e) log0,102
f) log500
g log8
h) log25
i)y log77
i) log642
2. Determine o nimero de algarismos da poténcia 50°°, considerando log2 = 0,301.

. ~ , . 5
3. Calcule com aproximag¢ao de centésimo o valor de V2.
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INTERPOLACAO ARITMETICA

esta aula, estudaremos a interpolagao aritmética.

Em todas as sequéncias finitas

(ai,a,,as, ..., a,)

os termos @je @, sio chamados de extremos da sequéncia e os

demais termos sao chamados de meios.

Definigdo: Interpolar m meios atitméticos entre os numeros a ¢ b significa encontrar

uma P.A. de extremos @y = aea,, = b comn =m + 2 termos.

Observagio: Para encontrar os meios de uma P.A. devemos encontrar, primeiramente,
a razao.

Exemplos:
1. Interpole 7 meios aritméticos entre 3 e 5.
Resolugio: Note que a; = 3, a9 = 5 en = 9. Assim, temos que:
a,=a;,+n—-1).r
5=34+09-1).r

8r=2

N

_2_
r—8—

Calculando os 7 meios aritméticos, temos que:

1 12 1 13
a2=a1+r=3+Z=T+Z—T
13 1 14 7
BE=RAIT= =773
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Portanto, a P.A. é

—aytr= o=

a, =asz +r 2
Lo 151 16,

G =TT =y Ty = T
Lol 1 17
g = as + 1 = 1=
L7118 9

a; =ag+1r = =7 =5
18 19
a8—a7+r—_+_=7

ATIVIDADES

1. Intercale 5 meios aritméticos entre —2 e 40.

2. Quantos meios aritméticos devem ser interpolados entre 12 ¢ 34 para que a razao da

. L1
interpolacdo seja p

3. Qual a razdo da P.A. que possui 12 meios aritméticos entre 100 e 2007

4. De 100 a 1000, quantos sao os multiplos de 2 ou 3?

5. Ao inserir n meios aritméticos entre 1 e n?, determine a razio da P.A.:
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SOMA DOS TERMOS DE UMA P.A.

esta aula, estudaremos a soma dos termos de uma P.A.

Para encontrarmos uma férmula para a soma de n termos de uma
P.A., se faz necessario saber somar os M primeiros ndmeros inteiros

positivos.

Usaremos o Teorema 1 para demonstrar a férmula que representa a

soma dos N primeiros nimeros inteiros positivos.

Teorema 1: A soma dos n primeiros nimeros inteiros positivos ¢ dado por

nn+1)
2

Demonstragiao: Vamos demonstrar este Teorema por indugao finita.

Primeiramente para n = 1, temos que:

1_1(1+1)
2
1_12
2
1_2
2
1=1

Supondo que vale para n, iremos provar que vale paran + 1:

1+243++n+n+1=

nn+1 nn+1 2n+1
4D g BED 204D

_nn+1)+2(n+1)
B 2
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_(m+D@+2) 4+ D(n+1]+1)
B 2 B 2

Portanto,

nn+1)

14243+ +n=—"7

B QED

Sabemos que um termo somado a razdo resulta no préximo termo de uma P.A., como

pOdeOS ver novamente abaixo:

a, =a, +r
as=a, +r
a,=az+r
as =a, +71

an - an_l +r
Além disso, encontramos um termo geral para a P.A.:
a,=a; +(n—r

Assim, se tivermos uma P.A. (a4, a,, as, ..., a,) e formos somar seus N termos, temos

que:
agytat+az+-t+a,=ag+at+tr+a+r+--tay_+r

Transformando todos os termos em funcdo do primeiro termo através do termo geral

da P.A., temos que:
a,+a,+az+-+a,=a;+(@, +r)+ (@, +r)+--+(a,-1 +71)
=a;+(@a,+r)+ (@, +2r)+ (@ +3r)+-+(a; +(n—1Dr)
Separando todos os n primeiros termos da razao, temos que:
g+ @ +r)+@+2r)+@+3r)+--+(@+m-1r)
=@ +ta;+ay++a)+@+2r+3r+--+n-1Dr)
=n.a; +(+2r+3r+--+n-1r)
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Pelo Teotema 1, vamos somar (n — 1). Entdo, temos que:
n.a,+@+2r+3r+--+m—-1r)

n—-1D(n-1]+1) .

=Tl.a1+ 2
n.n—1
=n.a1+(T).r

_2n.a; n.(n—1)
=— 5 :

_ 2na; + nn—Dr
- 2

n.Q2a+(—-1Dr)
B 2

_n.(agt+a+n—1r)
- 2

_n.(ag+[a; +(n—Dr])
a 2

_n.(a; +ay)
B 2

Portanto, a soma dos 1 termos da P.A. é:

n.(a; +a,)
nT T

Observagio: §,, representa a soma dos N termos de uma P.A.
Exemplos:
1. Qual a soma dos 10 primeiros termos da P.A. (1, 5,9, ...)?

Resolugdo: Para usarmos a férmula da soma de uma P.A. precisamos saber
primeiramente os valores de a4 e @qg. Ja conhecemos o valor a;, mas nio conhecemos o

valor de a.
Assim, temos que:
a,=a;,+(n—-1).r

a,=1+(10-1).4
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alo - 1 + 9 4
a10 - 1 + 36
a10 = 37

Conhecendo o valor de a;g, podemos calcular a soma dos 10 primeiros termos dessa

P.A.
n.(a; +ay)
nTT
_ 10.(1+37)

10 —

S10 =190
Portanto, a soma dos 10 primeiros elementos da P.A. (1, 5,9, ...) equivale a 190.

2. A soma dos n primeiros numeros pares positivos de uma P.A. ¢ 132. Encontre o valor
de n.

Resolugao: Notemos que a; = 2 e r = 2. Para descobrir a,, temos que:
a,=a;,+(n—-1).r
a,=2+Mn-1).2

a, =2+2n—-2

Assim, temos que:

n 2
n.(2+2n
137 = ( )
2
2n + 2n?
132 = >
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132=n%+n
n?+n—-132=0
Resolvendo a equacio, obtemos:
n=11 ou n=-12

Portanto, a soma dos 11 primeiros nimeros pares positivos é 132.

ATIVIDADES

Calcule a soma dos 25 termos iniciais da P.A.

(1,7,13,...)

Obtenha a soma dos 200 primeiros termos da sequéncia dos numeros impares

positivos. Calcule também a soma dos 1 termos iniciais da mesma sequéncia.
Determine a P.A. em que o vigésimo termo é 2 e a soma dos 50 termos iniciais é 650.

Santa Teresinha do Menino Jesus tinha que regar 60 roseiras plantadas ao longo de uma
vereda retilinea e distando 1 m uma da outra. Ela enchia seu regador numa fonte situada
na mesma vereda, a 15 m da primeira roseira, ¢ a cada viagem regava 3 roseiras.
Comegando e terminando na fonte, qual o percurso total que ela fazia até regar todas as

roseiras?
Qual é a soma dos multiplos positivos de 5 formados por 3 algarismos?

Obtenha uma P.A. em que a soma dos n primeiros termos ¢ n? + 2n para todo n

natural.
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PRODUTO

esta aula, estudaremos o produto dos n primeiros termos da P.G.

Da mesma forma que existe uma férmula para calcular a soma dos
n primeiros termos de uma P.G., existe um Teorema que demostra a
térmula para calcular o produto dos n primeiros termos da P.G., onde

P, representa o produto dos n primeiros termos.

Teorema: O produto dos n primeiros termos de uma P.G. é:

nn-1)
P,=a".q 2

Demonstragdo: Vamos demonstrar este Teorema por inducao finita.

Primeiramente para n = 1, temos que:

Supondo que vale para n, iremos provar que vale paran + 1:

n(n-1)
— N
L Qy. Q3. Q4. 05 . oo « Q. Apy1 = A1 .q 2 . Qpyq

Pela férmula do termo geral, temos @, 41 = @4 .q". Assim, temos que:

n(n-1)
— n n
. Qy.Q3.0Q4.05 . oo . Q. Apy1 =0a71.q 2 .04q1.q
n(n-1)
— n+1 +tn
=a .q 2
1 n(n—-1) +2n
— n —_—
=a; .q 2
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1 nn—-1+2)
_ n T —
= al . q 2

1 n+1(n)
_ n —s
= al q 2

n+1([n+1]-1)

=a," .q 5
Portanto,
nn-1)
Bp=a".q 2
B QED
Exemplos:
1. Calcule o produto dos 10 primeiros termos da P.G.
(1,5,25,...)°
Resolugio:

n(n-1)
P,=a".q 2

10(10-1)
P10 = 110 . 5 2

10. 9
Pyp=5 2
Pp = 5%

Portanto, a soma dos 10 primeiros elementos da P.G. (1, 5, 25, ...) equivale a 545,

2. Calcule o produto dos 5 primeiros termos da P.G.
3 3
I 2
(3, 2,4,...).

Resolugiao:

5(5-1)
e ()
5 — " 2
5.4
Ps = 243 ( 1)7
5 — * 2
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10
P, = 243 .(— —)

2

110
P5 = 243 E
p_ 28
1024

. 3 3 . 243
Portanto, a soma dos 5 primeiros elementos da P.G. (3, — 27 ...) equivale a Toza"

ATIVIDADES

1. Em cada uma das P.G. abaixo, calcule o produto dos 1 termos iniciais:
) (1,2, 4,8.)en=10
b) (—2,—6,—18,—54,..) en = 20
o (3,—6, 12,—24,..) en =25
d ((=2)°, (-2)}, (=2)?, (=2)3,..)en =66
o ((—3)%5, (-3)%, (-3)%3,..) en =51

f (a', —a?, a3, —a* ..)en =100
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AULA 97

REVISAO DE GEOMETRIA PARTE |

Nesta aula, faremos uma revisao dos conceitos primitivos da geometria.

Antes de adentrarmos nos conceitos primitivos, vamos relembrar a origem da geometria.

ORIGEM DA GEOMETRIA

abemos que a geometria ¢ um dos ramos fundamentais da matematica, ela

possui uma historia rica e multifacetada que remonta a varias civilizagdes
antigas. Sua origem esta profundamente enraizada nas necessidades praticas

e nos desafios do cotidiano que impulsionaram o desenvolvimento de

conceitos e técnicas geométricas.

EGITO ANTIGO

No Egito Antigo, por volta de 3000 a.C., a geometria emergiu como uma ferramenta
essencial para a constru¢ao de piramides e templos, bem como para a medi¢ao de terras
agricolas. As inundagdes anuais do Rio Nilo frequentemente alteravam os limites dos campos,
exigindo um sistema preciso de medi¢ao para restaurar os limites originais. O Papiro de
Rhind, datado de cerca de 1650 a.C., é um dos mais antigos documentos matematicos
conhecidos e contém uma cole¢do de problemas geométricos que revelam o conhecimento

avangado dos egipcios.

O Santo e doutor da Santa Igreja, Santo Isidoro de Sevilha, escreve em sua principal
obra, intitulada Etimologias que a geometria tem origem na medic¢ao da terra pelos egipcios,
como poderemos ver no trecho abaixo que foi tirado de sua obra principal.

“Diz-se gque a ciéncia geométrica foi iniciada pelos egipcios, uma vez que, ao
transbordar o Rio Nilo e se apagarem con o limo os limites dos campos, se comecon
— ¢ isto den nome a esta disciplina — a delimitar, mediante linhas ¢ medidas, as
terras que deviam dividir-se. Depois esta ciéncia chegon a tal altura, que se
comegaram também a medir os espagos do mar, do céu e do firmamento. Enfin,

arrastados os homens por sen afa de estudar, empreenderam a investigacio dos

150 | Matematica



espagos do céu, uma vez, conhecidas as dimensoes da terra. E comegaram assim a

estabelecer qual era a distancia entra a lua e a terra, on entre a lua e o sol, ou a

medida da distincia até o vértice do céu; do mesmo modo, determinaram o nimero

de estddios!, mais ou menos, que tinham as distancias do céu e o contorno do orbe.

Mas, como esta ciéncia teve seu inicio na medi¢do da terra, conservou-se, por isso, o

nome do gue foi sua origem. Daf que sua denominagio geometria deriva

de ‘terra’ e de ‘medida’. De fato, em grego, ‘terra’ se diz gé, e

‘medida’ metra. O contedido desta ciéncia sao as linbas, as distancias, as

medidas e as fignras; e nas figuras se consideram as dimensoes e os niimeros.”

(Etymologiarum, Santo Isidoro de Sevilha)

MESOPOTAMIA

Paralelamente, na Mesopotamia,

babilonios também desenvolveram uma

compreensao sofisticada da geometria. Eles usavam tabuas de argila para registrar calculos

matematicos, que incluiam a determinacao de areas e volumes. Evidéncias sugerem que eles

conheciam o Teorema de Pitagoras muito antes de Pitagoras, demonstrando uma aplicagao

pratica da geometria em problemas cotidianos, como a construc¢ao e a agrimensura.

Observagao: Na Mesopotimia tivemos a construcdo da Torre de Babel e da Arca de

Noé, exemplos de construcao que necessitaram de um conhecimento geométrico.

GRECIA ANTIGCA

A Grécia Antiga é amplamente
reconhecida por ter sistematizado a
geometria, transformando-a em uma
disciplina dedutiva rigorosa. Thales de
Mileto, por volta de 600 a.C., é um dos
primeiros nomes associados ao uso de
logica e dedugao na geometria. No
entanto, foi Euclides de Alexandria
quem consolidou a geometria como
uma ciéncia formal. Sua obra
monumental "Os Elementos", escrita
por volta de 300 a.C., organizou o
conhecimento geométrico existente em

and Hoaw b, e smert
Bl Gnst Buctm B kol Now wrll
Tor 't Divinty des ol / a

um sistema axiomatico que se tornou a base do estudo da geometria por mais de dois mil

anos.

1 Estadio era a unidade de medida utilizada na Antiguidade. Um estadio equivale a 185 metros.
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Observagio: Platio, um dos pilares da filosofia, mandou escrever no frontao de sua
Academia: “Quem ndo é gedmetra ndo entre!”, pois sabia que bons filésofos possuem grande
capacidade de abstracdo, e a geometria era a arte que mais possibilitava a alguém ter tal
capacidade.

Recorte do afresco A Escola de Atenas, de Raffaello Sanzio. Platio estd ao lado de
Apristoteles, apontando o dedo para cima (o que remete ao mundo das ideias, segundo a

doutrina de Platao). Euclides se encontra no canto direito inferior da imagem com um

compasso na mao, objeto utilizado na geometria, ensinando os seus alunos.

INDIA E CHINA ANTIGAS

Além do Egito e da Grécia, a geometria também floresceu na India e na China antigas.
Na India, matematicos como Aryabhata e Brahmagupta fizeram contribuicSes significativas,
especialmente no campo da astronomia, que dependia fortemente de conceitos geométricos.
Na China, textos matematicos classicos como o "Chou Pei Suan Ching" e os "Nove Capitulos
sobre a Arte Matematica" contém numerosos problemas geométricos e suas solugoes,

demonstrando um conhecimento avangado e uma aplicagao pratica da geometria.
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GEOMETRIA

A Geometria ¢ dividida em trés partes: Geometria Plana, Espacial e Analitica.
Observagao: A Geometria Plana é, também, chamada de Geometria Euclidiana.

No livro Etymologiarnm de Santo Isidoro de Sevilha, ele descreve os objetos de estudo da

geometria como mostra o trecho abaixo:

O conterido desta ciéncia sdo as linhas, as distancias, as medidas e as figuras;

e nas figuras se consideram as dimensoes e os niinmeros.”
(Etymologiarum, Santo Isidoro de Sevilha)
Dessa forma, podemos definir os objetos de estudo da geometria da seguinte forma:

Definigao: Os objetos de estudo da geometria sdo: linhas, distancias, medidas e figuras.

GEOMETRIA EUCLIDIANA

A geometria euclidiana foi fundamentada em trés principios:
Entes ou nogdes primitivas: ponto, reta e plano.

2. Postulados ou axiomas: sio afirmagdes aceitas sem precisar demonstra-las, sendo

consideradas como verdades.

3. Teoremas: sao proposicoes que devem ser demonstradas como verdadeiras, por meio
de proposi¢oes ja demonstradas ou através de axiomas.

Observagdo: O termo teorema foi inserido na geometria por Euclides devido a

etimologia dessa palavra, que significa proposi¢ao que pode ser provada.

NOCOES PRIMITIVAS DA GEOMETRIA

Para compreendermos qualquer assunto, devemos primeiro ter uma clareza dos
fundamentos desse assunto. Sendo assim, para estudarmos geometria, devemos ter clareza

dos seus fundamentos, de suas nogoes primitivas.
Definigao: Ponto, reta e plano sio noc¢des primitivas da geometria.

Desta forma, iniciaremos o nosso estudo com o objetivo de revisarmos as defini¢coes de

ponto, reta e plano e suas derivagoes.

PONTO

A palavra ponto deriva do latim de punctus, e significa “ponto, picada”, ou, no participio
passado de pungere, “fincar, espetar, picar’.

Defini¢do: o ponto ¢ sem dimensao (sem tamanho) e nao se encontra no espago, nao

tem interior nem exterioft.
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Pela definicio de ponto, temos que ele ndo tem dimensao, ou seja, tecnicamente nao
podemos ver o ponto. Mesmo assim, os pontos sao representados através de uma marca
circular, geralmente a menor marca que se pode fazer. E importante ressaltarmos que essa
marca circular nao é o ponto, é apenas a representacao, e isso ocorre pois, ¢ préoprio do
homem representar graficamente algo que nio se pode ver. Como exemplo, temos os Anjos,

que sdo puros espiritos, ou seja, ndo possuem matéria, e sao representados com asas e corpo,
mesmo nao os tendo.

Definigao: O ponto é sempre representado por letras maidsculas.

A

Observagiao: Na matematica, os pontos sao usados para indicar localizacao.
Exemplos:

1. A imagem das capitais brasileiras representadas por pontos no mapa do Brasil.

Venezuela

; . { r;ﬁch Guiana
¢ Suriname *, 5

Colombia

AMARA Atlantic Ocean
Macapa /pp
oSk .
Belem
-,
) Manaus. 3
530 Luls,
AMAZONAS BARKA MARANHAO YL Fortaleza

RIO GRANDE
Teresioa| CEARA /DO NGRTE

BRAZIL

Hatal

PIAUI g
el ol
ACRE .
Rio branco. i Maceio
5 RONDONIA

BAHIA ‘Aracaju
Peru 5
; Salvador

Bolivia

MINAS
GERAIS

MATO GROSSO ESPIRITO
DO SUL SANTO

Belo
Horizonte

0 ! Vitoria
Gmpo

rande
South
Pasific

Rio De
Ocean | Chile _/

Janeiro South
Rio De Atlantic
Janeiro

Ocean

% Paraguay
PARANA

CuritibaC)

SANTA

CATARINA ) . . .

Argentina

@® Country Capital

O State Capital

State Boundary

| Uruguay International Boundary

2. Representagio, através de pontos da localizacao, da casa da Pietra e do

supermercado
mais perto da sua casa.

Ponto que representa a
localizagao do

L J
Ponto que representa a

supermercado mais proximo
localizaciao da casa da Pietra

da casa da Pietra.
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3. As estrelas no céu parecem pontos.

LINHA

A palavra linha tem origem no termo latino LINEA, que significa corda fina, fio de
linho.

O sentido primitivo desta palavra era corda fina, porém a partir do século XIV passou
a designar um traco ou marca estreita e alongada como um fio, desenhada sobre papel ou

algum outro suporte.
.

As linbas em uma agenda. Uma visdo noturna de drone de linhas de estacionamento.

SEGMENTO DE RETA

A palavra segmento tem origem no termo latino SECARE, que significa cortar. Entio,

um segmento ¢ algo que foi cortado.
Na matematica, definimos da seguinte maneira:

Definigao: o segmento de reta ¢ uma linha que possui um ponto de origem e um ponto

no fim.

Segmento AB ® *
O Segmento de Reta pode ser comparado com a nossa vida terrena, pois podemos fazer
a linha da nossa vida, onde marcaremos os pontos mais importantes que vivemos, tanto as

alegrias quanto as tristezas.
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Abaixo temos um exemplo de linha com pontos, cada ponto representado pelas letras
V.,C,D,E,F,GeM.
*—o—e @ & a8
v C D E F G M

Dentro desta linha teremos dois grandes destaques: o Ponto da Vida e o Ponto da
Morte.

O Ponto da Vida ¢ o ponto de origem da nossa vida, ou seja, é o ponto que representa

a fecundacdo do 6vulo pelo espermatozoide.

O Ponto da Morte ¢ o ponto do fim da nossa vida na Terra, ou seja, ¢ quando

morremeos.

Como a nossa vida na Terra tem um ponto de origem que ¢é a infusdo da alma, que se
da imediatamente apos a fecunda¢ao do 6vulo, e também tem um ponto de fim, que ¢ quando
morremos, podemos comparar a vida na Terra com o Segmento de Reta.

Para denotar um segmento de reta, indica-se a letra que representa o primeiro ponto (da
esquerda para a direita), seguida da segunda letra que representa o segundo ponto com um
traco em cima das letras:

Segmento de reta AB

A B

e ®
L . 2

Os pontos extremos AeB do seguimento sao
também denominados vértices.

DESENHO - TRANSPORTE DE SEGMENTOS

Agora, iremos realizar o transporte de segmentos, dado um segmento AB, com o auxilio
do compasso.

I ]
A B

Para realizamos o transporte de segmentos, devemos seguir os seguintes passos:
1° passo: Trace uma reta 1 qualquer.

2° passo: Marque um ponto A’ na reta .

3° passo: Fixe a ponta seca em A e o grafite em B, para medir o segmento AB.

4° passo: Mantenha a abertura do compasso do passo anterior e fixe a ponta seca em

A’ e marque o ponto B’ na reta r. O segmento A'B’ tem o mesmo tamanho que o segmento
AB. Logo, AB = A'B’.
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P = Al BI r

\

SEGMENTOS CONGRUENTES

Definigao: Dois segmentos sio ditos segmentos congruentes quando possuem a

mesma medida.

A B

AB =CD

C D

Exemplos:
1. No desenho seguinte AB ¢ CD sio congruentes, pois ambos sdo segmentos contendo
3 cm. A congruéncia entre os segmentos AB e CD ¢é denotada por AB = CD.

A 3 om B
Cc 3 cm D

PONTO MEDIO DE UM SEGMENTO

Defini¢ao: Um ponto M interno a um segmento AB ¢ denominado ponto médio do

segmento AB se M divide AB em dois segmentos congruentes.

@ ® L
A M B

Na definicao de um ponto médio, vimos que o ponto médio divide o segmento em dois
segmentos congruentes, isto significa que o ponto médio divide o segmento em dois

segmentos iguais. Logo, o ponto médio é o centro do segmento.

Observagao: Na figura acima, M ¢é o ponto médio do segmento AB, pois

AM = MB.

DESENHO — PONTO MEDIO DE UM SEGMENTO

Agora, iremos encontrar o ponto médio de um segmento com o auxilio do compasso.

Para realizamos a construcao geométrica do ponto médio de um segmento, devemos
seguir 0s seguintes passos:
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1° passo: Trace um segmento AB de qualquer comprimento.

A B

2° passo: Fixe a ponta seca do compasso no ponto A e abra o compasso com uma

abertura pouco maior que a metade do segmento e trace a circunferéncia.

3° passo: Mantendo a mesma abertura do compasso, fixe a ponta seca no ponto B e
repita o processo do segundo passo.

—_—— —_——

7~ ~ -~ ~
s N 7 N
/ A4 \
/ /\ \
/ [\ \
| - i
\ A \ | B |
\ \ /
\ v /
N N 4
\\ /// \\ ///

///—-‘\\\ ///—-‘\\\
/ %( \
/ /\ \
/ [\ \
[ [ [
\ A (R B l
\ \|/ /
\ /
AN ZIN /
~ Dl N /
\\_,/ \\_//

O ponto M por onde a reta determinada por C e D passa, é o ponto médio do segmento

Definigdo: A reta determinada por CD ¢ chamada mediatriz do segmento AB.
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Observagao: A mediatriz de um segmento ¢ a reta que é perpendicular a0 segmento e
passa pelo ponto médio desse segmento. Dessa forma, todos os pontos da mediatriz estao a

mesma distancia dos pontos das extremidades do segmento.

SEMIRRETA

A palavra semirreta possui um prefixo: sezz, que deriva do latim e significa meio, metade.

Portanto, uma semirreta pode ser compreendida como a metade de uma reta.

Entretanto, qual seria a diferenca entre uma semirreta e um segmento de reta?

Um segmento de reta tem um ponto de origem e um ponto no fim, enquanto uma
semirreta tem um ponto de origem como o segmento de reta, porém nao tem fim, isto ¢, é

infinita, como veremos na defini¢ao abaixo.

Definigao: a semirreta ¢ uma linha com um ponto de origem e nao tem fim.

Semirreta AB * . »>
Ja vimos que o segmento de reta ¢ comparado com a nossa vida terrena; porém, a

semirreta pode ser comparada com o qué?

Ela é comparada com a nossa vida, pois todos temos um ponto de origem, que consiste
na fecundacao do 6vulo e de imediato a infusao da alma. Mas sabemos que a nossa vida nao
termina quando morremos, ou seja, Nao temos apenas uma vida terrena, mas também uma

vida eterna, que pode ser vivida no Céu ou no Inferno.

A vivéncia do Céu e do Inferno é uma vivéncia eterna, que niao tem fim, como a
semirreta, que nao possui fim, razio por que podemos comparar a semirreta com a Nossa
vida, pois temos uma origem e uma vida na eternidade, que dependera de nossas escolhas, de

amar ou nao amar a Deus.

As semirretas serao representadas graficamente por uma linha, como as retas, com a
diferenca de que uma de suas extremidades é um ponto especifico e a outra contém uma seta
para indicar continuidade. Para representar uma semirreta, utilizam-se os dois pontos, o de

origem e outro qualquer, com uma seta em cima.

. —
Semirreta OA

ATIVIDADES

1. Quais foram algumas das principais aplicagoes praticas da geometria no Egito Antigo?
2. O que significa a palavra geometria?

3. Como os babilonios da Mesopotamia contribuiram para o desenvolvimento da
geometria?

4. Quem foi Euclides de Alexandria e qual foi sua contribui¢ao para a geometria?
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5. O que Platio escreveu no frontio de sua Academia? Por qué?

6. Quais sio alguns exemplos de como a geometria foi utilizada na India e na China

antigas?
7. Como a geometria evoluiu de uma ferramenta pratica para uma ciéncia formal?
8. Explique, de maneira sucinta, o que é o ponto. D¢ exemplos.

9. Quantos segmentos de reta estao destacados em cada uma das figuras?

a) b) <)

10. Cada segmento que voce ve destacado nos soélidos abaixo se chama aresta. Quantas
arestas temos em cada um deles?

a)

11. Faca o transporte dos seguintes segmentos para suas respectivas retas:

a)

b)

12. Construa o ponto médio de um segmento de uma reta qualquer.
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13. Observando a figura abaixo, temos que M ¢ o ponto médio do segmento ABeN ¢

o ponto médio do segmento BC. Se med (AB) = x e med (BC) =y, qual é a expressio algébrica

que representa med (MN)?

N

C

14. Encontre o ponto médio de cada segmento a seguir com 0 compasso

a)

A B

b)

A

15. Encontre o ponto médio de cada segmento a seguir com a régua.

)

A B

b)

A

16. Utilizando o compasso, determine na figura ao lado que segmentos sio congruentes:

Matematica | 161



I B F K L
H
J C E
h \D
17. Defina semirreta.

18. Explique a diferenca entre semirreta e segmento de reta.

19. Construa trés semirretas diferentes e escreva a notagao grafica de cada uma.
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AULA 101

TRIANGULOS - PARTE Il

Nesta anla, daremos continnidade ao estudo dos trigngulos estudando desigualdade triangular,

semelhanca de triangnlos, angulo externo no triangulo, Teorema de Tales e dreas de figuras planas.

DESIGUALDADE TRIANGULAR

Definigao: Em qualquer triangulo, a medida de um lado é sempre menor que as somas

dos outros dois lados.

A
AB < AC + BC
- ¢ b
AC < AB + BC
BC < AB + AC e .

a

Desigualdade Triangular.

SEMELHANCA DE TRIANGULOS

Definigdo: Dois triangulos sao semelhantes se, e somente se, possuem os trés angulos
ordenadamente congruentes e¢ os lados homologos® proporcionais. O simbolo ~ representa

a semelhanca entre dois triangulos.

Triangulos Semelhantes.

5 Dois lados homdlogos sao lados que estdo em diferentes triangulos e ambos sio

opostos a angulos congruentes.
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Os AABC e AEFG sio semelhantes, pois

( A=E

B=G

AABC~AEFG =< C=F
a b ¢
e g d

ANGULO EXTERNO

Definigao: Em qualquer poligono convexof, o nimero de vértices, de lados, de angulos

internos e de angulos externos ¢ o mesmo.

0>

Y

Angulos externos de um poligono convexo.

A medida do angulo externo no triangulo é igual a soma das medidas dos angulos

internos nao adjacentes a ele, conforme veremos no teorema abaixo:

Teorema: Em todo triangulo, a medida de um angulo externo ¢ igual a soma das
medidas dos angulos internos nao adjacentes a ele.

Demonstragdo: Seja o AABC, «,f,y angulos internos do tridngulo e § angulo

adjacente suplementar a 3.

Angu_lo Externo de um tridngulo.

Pela defini¢ao, 6 é um dngulo externo ao AABC, entdo, temos que:

B+ 68 =180°

6 Um poligono ¢ convexo quando todos os pontos de um segmento de reta que possui
extremidades no interior do poligono também estao dentro do poligono.
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E pela soma das medidas dos angulos internos de um triangulo, temos que:
a+p+y=180°
Igualando as duas igualdades, temos que:
pté=a+pf+y
b=a+vy

Portanto, a medida do angulo externo ¢ igual a soma das medidas dos angulos internos

nao adjacentes a ele.

B QED

TEOREMA DE TALES

Ao observar duas transversais a um feixe de paralelas, Tales notou que era possivel
comparar a razao entre dois segmentos de uma transversal com a razao entre 0s segmentos
correspondentes a estes dois. Ele notou que essa razio permanece constante para qualquer
razao entre dois segmentos de uma transversal no feixe de paralelas e enunciou o teorema da

seguinte forma:

Teorema de Tales: Dadas duas transversais em um feixe de retas paralelas, a razao
entre dois segmentos quaisquer de uma delas é igual a razio entre os dois segmentos

correspondentes da outra transversal.

m n
A D
:
5 S AB AC BC
S c - DE DF EF

Pelas propriedades das proporg¢oes, valem também as igualdades:

AC BC AC DF
prF EF °* BCTEF

Soma das medidas dos angulos internos de um poligono convexo:

Em um poligono convexo de 1 lados, a soma das medidas dos 4angulos internos (S;)

vale:
S;=(n-—2).180°
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AREAS

Defini¢do: Chamamos de area de um poligono, toda superficie delimitada pelo
perimetro’.

Para medir a area de um poligono foi estabelecido uma unidade de medida padrao, o
metro quadrade. Esta medida tem como base, um quadrado, com lados de 1 metro, chamado
de quadrado unitario.

1m

Area = 1 m?

1m

Para descobrir a area de um poligono, basta colocar este guadrado unitirio dentro do
poligono e verificar quantos guadrados unitarios cabem na regido interna do poligono. Este
modelo ¢ muito eficiente, porém, nao serve para todos os poligonos. O que faremos com os

poligonos que niao possuem angulos de 90°?
Por isso, elaboraram-se férmulas matematicas para encontrar a area dos poligonos.

Revisaremos as féormulas de areas dos principais poligonos:

QUADRADO
R ]
Area=1.1=1?
s l T
Quadrado.
RETANGULO
A D
Area=a.b=ab
b
B a c
Retangulo.

7 Perimetro sio os segmentos de reta que delimitam um poligono.
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TRIANGULO

A A principal férmula da superficie triangular

hi
:
:
¢ , Base. Altura a. h
B Triangulo. 4 C Area = 5 = >
Mas temos outras formas de representar a area triangular:
FORMULA DE HERON
A
a+b+c
; b P2
2 . c Area = \Jp(p—a)(p—b)(p — )
Triangulo.

Onde: p é o semiperimetro.

TRIANGULO EQUILATERO

Triangulo.

V3
A _Base.Altura_l-T_lzx/g
rea= 2 TT 2 T4
5 1 N C
TRIGONOMETRIA
A
| Altura =b. sena
hi
:
'
é A _a.h_a.b.sena_ab.sena
B . c ree=T T 2 -T2
Triangulo.
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TRAPEZIO

Trapézio.

(Base Maior + base menor) . h

' Area = >
Irl
. - é > _ (a. b). h
2
LOSANGO
. Diagonal Maior . Diagonal menor D . d
Area = =
B L E 2 2
Losango.

POLIGONO REGULAR

Um poligono regular possui todos os seus lados e 4ngulos congruentes.
Definigao: a area do poligono regular é dada pela multiplicagdo do semiperimetro
pelo apotema.

Area ,oiigono regular = Semiperimetro - apétema

ATIVIDADES

1. Um quadrado e um retangulo tém areas iguais. Os lados do retangulo sio expressos

por dois numeros naturais consecutivos, enquanto o quadrado tem 2v/5 cm de lado. Qual ¢
o perimetro do retangulo?

2. Um ndamero natural x ¢ 20 unidades menores que o seu quadrado. Se este nimero

representa a medida do lado de um quadrado, calcule a area deste quadrado.

3. Quantos pisos retangulares de 20 cm por 35 cm sio necessarios para cobtir uma

sala, também retangular, de 5,6 m por 8 m?

4. A area de um retangulo é 35 cm?. As medidas dos lados deste retingulo sdo expressas

por x e x — 2. Qual ¢ o perimetro deste retangulo?
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5. As raizes da equacio x? — 15x 4+ 26 = 0 sio as medidas, em centimetros, dos lados

de um retangulo. Determine a area deste retangulo.

6. No triangulo retangulo da figura, determine a medida x do cateto AB e calcule, a

seguir, a area do triangulo.

13 cm
5 cm

B QA

X

7. Vocé quer fazer uma pipa em forma de losango, de tal forma que as varetas megam
75 cm e 50 cm. Nessas condigoes, quantos centimetros quadrados de papel de seda vocé ira
usar para fazer esta pipa?

8. Em um losango, cada lado mede 30 cm. Se a diagonal maior deste losango mede
48 cm, determine a area deste losango.

9. Sabendo que as medidas das diagonais de um losango correspondem as raizes da

equacio x2 — 13x + 40 = 0, determine a area deste losango.

10. Um tetreno tem a forma de um trapézio de bases 35 m ¢ 24 m, com altura 22 m.
Neste terreno, foi construida uma piscina retangular de 10,5 m por 6 m. No restante do

terreno, colocou-se grama. Qual a area da parte do terreno que foi gramada?
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AULA 106

AVALIACAO

1. Construa o ponto médio de um segmento de uma reta qualquer.

2. Como um triangulo pode ser classificado em relagao aos seus lados? Diga o nome e a
diferenca entre eles com suas palavras e faga um desenho para cada tipo de triangulo.

3. As raizes da equagio x? — 15x + 26 = 0 sdo as medidas, em centimetros, dos lados
de um retangulo. Determine a area deste retangulo.

4. Em um tridngulo retingulo, a hipotenusa mede 14 cm e um dos catetos mede 5v3cm.

Determine a medida do outro cateto.

5. A uma distancia de 40 m, uma torre ¢ vista sob um angulo de 20°, como mostra a

figura. Determine a altura h da torre.

(Use: sen 20° = 0,34, cos 20° = 0,94 c¢tg 20° = 0,36.)

a) 144m
b) 17,1m
c) 44,1m
d) 52,3m
e) 63,8m

6. Sabe-se que num triangulo isosceles, cada lado congruente mede 40 cm. Se cada angulo

da base deste triangulo mede 62°, determine:
a) a medida x da base;

b) a medida h da altura.

(Use: sen 62° = 0,88; cos 62° = 0,47;tg 62° = 1,88.)
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7. Qual ¢ a largura do rio representado pela figura abaixo?

(Use: sen 53° = 0,80; cos 53° = 0,60; tg 53° = 1,32))
a) 30m
b) 40 m
c) 56m
d) 66 m
8. Enuncie e demonstre a relagio Fundamental da Trigonometria.
9. Simplifique a expressio sen x - cos? x — sen x.

10. No tridngulo retangulo a seguir, determine o valor do angulo 8, em graus, e seu seno,

CcOoSsseno ¢ tangente.

(Use: sen 28° = 0,47 ¢ cos 28° = 0,88.)

28° [+]
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