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COMPLEMENTO ALGEBRICO

esta aula, estudaremos o complemento algébrico.

Defini¢ao: Seja uma Matriz M de ordem n = 2, tal que a;; ¢ um

elemento de M. O Complemento Algébrico do elemento @;; ¢ o nimero

(—1)*/. Dy, indicado por 4;; (ou cofator de a;)).

aq Aqj Qi1

A= (=DM Dy = (1)

An1 anj o Anm

Em outras palavras, podemos dizer que o complemento algébrico sera o produto entre

o menor complementar e o (—1)' ¥/,

Exemplos:
3 4 1

1.SejaM =12 5 3]ec calculemos Aq;.
4 2 8

Resolugao: Para calcularmos Dy, devemos suprimir a linha 1 e a coluna 1, tal que:

_|5 3

=], gl =40-6=34

D11

Assim, temos que:

Ay = (D1, D, =(-1)?.34=1.34 =34

3 4 1
2.8¢jaM =12 5 3]e calculemos 4;,.
4 2 8

Resolugao: Para calcularmos D,, devemos suprimir a linha 2 e a coluna 2, tal que:

Dp=|, 4f=24-4=20

Assim, temos que:

Ayy = (=1)2+2. Dy, = (=1)*. 20=1.20 = 20
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3 4 1
3.S¢jaM = |2 5 3| e calculemos Aj,.
4 2 8

Resolugio: Para calcularmos D3, devemos suprimir a linha 3 e a coluna 2, tal que:

032=|§ ;|=9—2=7

Assim, temos que:

Asy = (=1)3%2. Dy, = (—1)5. 7=(-1).7 = =7

ATIVIDADES

1. Encontre o cofator de 3 na matriz

2 4 1 0
|16 -2 5 7
M=1-1 7 2 4
0 3 -1 -10
2 1 3
2. Determine o cofator do elemento a,3 da matrizA = |1 2 1|.
0 1 2
3 4 1
3.S¢jaM =2 5 3]e calculemos A,3.
4 2 8
(3 4 1]
4.SejaM =2 5 3| e calculemos Ag;.
4 2 8
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PROPRIEDADES DOS DETERMINANTES -
PARTE Il

2| esta aula, daremos continuidade ao estudo das propriedades dos determinantes
apresentando mais trés propriedades.

As propriedades que estudaremos siao as seguintes: a Adicio de

Determinantes, o Teorema da Combinag¢ao Linear e o Teorema de Jacobi.

ADICAO DE DETERMINANTES

Propriedade 8: Seja M uma Matriz de ordem n, em que os elementos da j-ésima coluna
sdo, tais que:

alj = blj +C11

[a;, a;, (blj + clj) Tt Qg
Azj = byj + 3 Qyy Gy v (byj+cyy) o ag
asj = bsj + c3; M= a_31 a§2 (b3j + C3f) a-3“

[An1 Qn2 .- (bnj +. an) N
nj = bnj * “nj Colunaj

Entao, teremos:

detM = detM' + detM"

em que M’ é a Matriz que se obtém de M, substituindo os elementos @;; da j-ésima coluna
pelos elementos b;; (1<i<n),eM" ¢éa Matriz que se obtém de M, substituindo os

clementos a;; da j-ésima coluna pelos elementos ¢;; (1 < i < n).
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@11 tn gy B £
3y Tan R "t Qap
34 3y + |z R
Opq Tnn Ay v "t Oan

A

Demonstragio: Os cofatores dos elementos da j-ésima coluna de M sao os mesmos

que os da j-ésima coluna de M' e M".
Assim, resolvendo o Determinante de M, utilizando a j-ésima coluna, temos que:
detM = (byj + c1j) . Ayj + (byj + ¢2j) . Ayj + (bsj + c35) . Agj + -+
+ (byj + Cnj) - Anj
detM = (byj + cyj) . Ayj + (byj + ¢2j) . Ayj + (bgj + c35) . Agj + -+
+ (bnj + cnj) - Anj
detM = detM' + detM"

B QED

Observagio: A propriedade é valida, se tivermos uma linha ou coluna cujos elementos
se decompdem em uma soma.

Exemplos:

1.

2 8 3 2 8B 3 2 8 3
{107 a5 a1 sl
5 9 1 5 9 1 5 9 1
2.

5 1 5 1 5 1
8 2(3|=|8 2(2|+|8 2|1}
7 6 7 6 7 6
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TEOREMA DA COMBINAGAO LINEAR

Propriedade 9: Se uma Matriz quadrada M = [ai j], de ordem n, tem uma linha (ou
coluna) que é Combinac¢io Linear de outras linhas (ou colunas), entao det M = 0.

Para linhas:

L1 +L2 + "'+Ln_1 - LTL

dEtM :” ... .: G

Cl +CZ + -+ Cn—l - Cn

Para colunas:

Exemplos:

1.
:0

261 +C2 == C3

Pots, temos que:

2.2+4=8

{2. 1+3=5
2.5+(-1)=9
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Pots, temos que:

Ll + (_1)L2 == L3

1.34(-1).3=0
1.44(-1).2=2
1.54(-1).4=1

TEOREMA DE JACOBI

Propriedade 10: Adicionando a uma fila de uma Matriz M, de ordem n, uma outra fila

paralela, previamente multiplicada por uma constante, obteremos uma nova Matriz M’, tal

que det M’ = det M.

Demonstragio: Seja uma Matriz M, tal que:

a
Ay Qyp 1n
a
Ay Qpp 2n
M =]as; as, Q3n
Any  Ap2 Ann

Adicionando a j-ésima coluna a i-ésima multilicada pela constante k, obtemos:

_all ai, oo ali o (all + k . all‘) o A1n 7
a21 azz o azi oee (azl + k . azi) o a2n
[ A— oo
M = as3q as, as; (a3l + k. a3l‘) Q3n
| dn1 (o) oee aTli “ee (anl + k . ani) ves ann |

Pela propriedade da Adicao de Determinantes, temos que:

@33 Oy ey ay 7 Gin fy; Oy e Ay k.oay 0 i
a;, @z v Gy v Ayt Oan 13, @iz e g k. as i
detM’' = ﬂ.n ﬂ‘3: e Mgy az; Q3n|+|az; dasz e g k.agy fizn
Qpy  Onz = gy i *t Onn Qpy Oz LLLINY k. oy ** Opn

Pela propriedade das Filas Paralelas Proporcionais, temos que:
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a1 Qa2 A1i k. ay Q1n
arq as, Ay k . azl Arn
az; a3z as; k. as; azpn| =0
ap1 Ap2 Ani k Ani Ann
Portanto,
all alz ese ali e all cee aln
a21 azz eee azi cee azl cee azn
detM' = as1 ds3yp as; as; o A3n| = detM
anl anZ anl anl ann
Exemplos:
1.
2 3 5
6 4 1|/=093
1 5 3

Substituindo a 32 coluna pela soma dessa mesma coluna com o quadruplo da 1%

2 3 2 3 [13]
6 4 =16 4 =93

1 5 1 5

\ C3 = C3 +4C;

Observagio: C3 é a coluna 3 e C; é a coluna 1.

Observagiao: Com esta propriedade pode-se introduzir zeros em uma fila da Matriz,

sem alterar o seu Determinante, e assim, facilitando a resolucao do calculo do Determinante,

através do Teorema de Laplace.

ATIVIDADES

1. Calcule o valor de:

11 2 3 4 5]

6 7 8 9 10
11 12 13 14 15|+
16 17 18 19 20
21 22 23 24 25

_ = O
Bk DN
N O O B
_ = O Ul
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2. Verifique a identidade seguinte, aplicando as propriedades dos Determinantes:

cos2a cos’a sen’a
cos2b cos’b sen?’b|[=0
cos2c cos’c sen®c
3. Demonstre, sem desenvolver, o Determinante que:
a—b m—-n x-—y
b—c n—-p y—2z|=0
c—a p—-m zZ-—x

4. Prove que o Determinante é maltiplo de 17, sem desenvolvé-lo. Dado:

1 1 9
D=1|1 8 7
1 5 3
5. Demonstre a identidade:
a—b—c 2a c?
2b b—c—a 2b |=(a+b+c)?
2c 2C c—a-—>»>
6. Determine o valor da soma
3 1 4 8 5 0 -5 1
181 -1 9 8 1 -1 9
M= 2 2 4 s5|Tl2 2 4 s
7 8 1 -1 7 8 1 -1

7. (Vunesp) Determine os valores de 8, 0 < 6 < 2w de maneira que o Determinante

cos @ 0 sen @
sen @ 1 cos@| =0
cosf senf senb
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MATRIZ DE VANDERMONDE

Nesta aula, estudaremos a matriz de Vandermonde e suas propriedades.

MATRIZ DE VANDERMONDE (OU DAS POTENCIAS)

Definigdo: Chamamos Matriz de Vandermonde, ou das Poténcias, toda Matriz de
ordem n = 2, do tipo:

-1 1 1 - 1 T
@ e B G
2 2 2 2
aj as as an
n-1 n-1 an=1 ... _n-1
4y a, as - An

As colunas destas Matrizes sao formadas por poténcias de mesma base com expoente

inteiro, que variam de 0 até n — 1, isto ¢, as colunas formam uma progressao geométrica.
Observagao: O Determinante de uma Matriz de Vandermonde ¢ indicado por
V(iay, ay, ..., a).

Observagao: Os elementos da 2* linha sdo chamados de elementos caracteristicos da
Matriz.

PROPRIEDADE DA MATRIZ DE VANDERMONDE

O Determinante V(a,, a,, .., a,)é igual ao produto de todas as diferencas possiveis
entre os elementos caracteristicos, com a condi¢ao de que, nas diferencas, o minuendo tenha
indice maior que o subtraendo.

V(ay, ., ay) = (a; — a;)(az — a1) ... (ay — a;)(as — ax)(ay — a3) ... (a, — a3) ... (ay,
- an—l)
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Exemplos:
1.

1 1 1
2 4 5
4 16 25

1 1 1
1 -3 5
16 25 25
1 =27 125

P

ATIVIDADES
1. Calcule o Determinante:
1 1 1 1
2 3 4 5

a) 22 32 42 52
23 33 43 53

1 1 1 1
2 3 5 7
4 9 25 49
8 27 125 343

b)

2. Calcule o valor do Determinante:
1 1 1
log 2 log20 log 200
(log 2)®> (log20)?> (log200)?
(log2)® (log20)® (log200)3

=(5-4).(5-2).(4—2)=1.3.2=6

=8.4.3.(-4).(=5).(-1) = —1920

1
log 2000

(log 2000)?
(log 2 000)3
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CLASSIFICACAO DOS SISTEMAS LINEARES

Nesta aula, estudaremos a classificacao dos sistemas lineares.

Os sistemas lineares sao classificados conforme a quantidade de solu¢oes que possuem,
isto ¢, se o sistema possui solugdo sao chamados de sistemas possiveis e se ndo possui
solugao sio chamados de sistemas impossiveis. Os sistemas possiveis sao divididos em
duas partes: determinados e indeterminados.

Sistema possivel determinado sio os sistemas que possuem uma nica solugao e
o sistema possivel indeterminado sao os sistemas que possuem infinitas solugdes.

Vejamos abaixo o fluxograma da classificagdao dos sistemas lineares.

<

Indeterminado

Sistema
Linear

Impossivel

Exemplos:

1. Seja o sistema linear

{ 3x+2y=6
12x + 8y = 24

Pelo método da adiciao, temos que:

{Sx +2y=6 (—4) N {—12x — 8y =24
12x + 8y = 24 12x + 8y = 24
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—12x — 8y = —24
12x + 8y = 24
Ox + 0y=20

Qualquer valor atribuido a X e a y solucionam a equagao. Logo, temos infinitas solugdes.
Portanto, ¢ um sistema possivel indeterminado.

2. Seja o sistema linear

{4x+4y:4
9 +9y =6

Pelo método da adi¢ao, temos que:

{4x+4y=4 .(9):{ 36x + 36y = 36
Ix+9y=6 .(—4) —36x — 36y = —24

36x + 36y = 36
—36x — 36y = —24
Ox + Oy = 12

Qualquer valor atribuido a X e a y nio solucionam a equacao, pois ¢ impossivel somar

0x e Oy e resultar em 12,
Portanto, ¢ um sistema impossivel.

3. Seja o sistema linear

{x+y=8
2x—y=1

Pelo método da adicao, temos que:

{x+y=8 .(—=2) =>{—2x—2y=—16

2x —y=1 2x—y=1
—2x — 2y =—16
2x+y=1
Ox —y = —15

No sistema, encontramos um valor para y e é unico. Logo, teremos um tnico valor para

Portanto, ¢ um sistema possivel determinado.
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Observagio: Sistemas lineares possiveis e indeterminados sempre chegardo a uma

equacao indeterminada do tipo:
Ox + 0y =0

Observagiao: Sistemas lineares impossiveis sempre chegardio a uma equagido

impossivel do tipo:

Ox + 0y = b (comb #0)

ATIVIDADES

1. (FUVEST-2012) Em uma festa com n pessoas, em um dado instante, 31 mulheres
se retiraram e restaram convidados na razao de 2 homens para cada mulher. Um pouco mais
tarde, 55 homens se retiraram e restaram, a seguir, convidados na razao de 3 mulheres para

cada homem. O nimero n de pessoas presentes inicialmente na festa era igual a:

a) 100
b) 105
c) 115
d) 130
e) 135
2. Classifique os sistemas abaixo e encontre as solu¢oes quando tiver.
x+y=4
a) {Zx —-y=1
{ 5x+ 12y =8
15x + 36y = 32

{ 8x + 7y =15
) 196x + 84y = 180

3x+2y =5
d){Zx— =1
x—y=1

©) {6x—6y =10
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MATRIZ ESCALONADA

Nesta aula, estudaremos a matriz escalonada.

Definigao: Scja a matriz A = (ai j)mx - Fissa matriz A ¢ uma matriz escalonada ou

esta na forma escalonada se o nimero de zeros que precedem o primeiro elemento nao nulo

de uma linha, aumenta, linha por linha, até que restem eventualmente apenas linhas nulas.

Vejamos alguns exemplos de matrizes que estdo na forma escalonada:

1.
3.5 3 4
A=|0 2. 2 1]
0 01 2
2.
5 2 3
_|011 -2
A= 0 0:_.4
0O 0 0
3.
1..3.2 4 5
a-l0 02 0 1
0 0 0 01
0 00 00

MATRIZ LINHA-EQUIVALENTE

Definigdo: Dizemos que a matriz B ¢ linha-equivalente a matriz 4, se B for obtida
de A por meio de uma sequéncia finita de operagoes, chamadas operagoes elementares sobre
linhas. Tais operagoes sao:

1. Troca de posi¢ao de duas linhas.
2. Multiplicacio de uma linha qualquer por um numero k # 0.

3. Substitui¢ao de uma linha pela soma desta com outra qualquer.
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Assim, com estas trés operagoes podemos, dada uma matriz A, encontrar uma matriz B

na forma escalonada, linha-equivalente a 4.

Exemplos:

1. Seja dada a matriz A,

1 5 3 4
A=12 4 2 10
3 9 3 2

Usando a terceira operagdo, onde iremos substituir a segunda linha pela sua soma, com

a primeira multiplicada por —2, temos:

1 5 3 4
0 -6 —4 2
39 3 2

Substituindo a terceira linha pela sua soma, com a primeira multiplicada por —3, temos

1 5 3 4
0 -6 —4 2
0 -6 -6 -10
Usando a segunda operacio, onde iremos multiplicar a segunda linha por —1, temos:
1 5 3 4
0 -6 —4 2
0 6 6 10

Substituindo a terceira linha pela sua soma com a segunda, temos que:

1 5 3 4
0 -6 -4 2

o 0 2 12

que:

Portanto, a matriz

B=|0 -6 -4 2

o 0 2 12

¢ uma matriz escalonada linha-equivalente a A.

1 5 34]

Observagdo: As operagdes elementares sobre linhas de uma matriz A sio analogas
as operagoes para o escalonamento de um sistema linear. Tal fato sera evidenciado quando,

mais adiante, estudarmos o Teorema de Rouché-Capelli.
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ATIVIDADES

1. Escalone as matrizes abaixo:

1 2 25
a)|3 =2 5 9
4 1 3 4
1 3 4 4
b)5032]
2 1 3 1
1 2 8 15
ol3 4 2 10
1 6 4 5
1 8 4 5
dl4 9 3 6
7 1 2 3
1 8 5 2]
|2 6 4 3
3 2 4 5
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AVALIACAO

1. Encontre uma solucio para a equagao linear 2x; — x, — x3 = 0, diferente da solucao

(0,0,0).
2. Verifique se (1,0, =2, 1) ¢ solugio do sistema:

2x —4y +3z—5t=-9
—x+ 2y —5z+3t=12

3. Escreva na forma matricial os sistemas lineares nas incognitas x, y e z:

3x—2y—z=1
a){

{5x+3y—22—4t=5

2x—2y+3z=28

xX+y—z=5

{(sen 0)x + (cos @)y =6
) (cos @)x + (sen @)y =4

4. Escreva na forma de sistemas lineares a representa¢ao matricial abaixo:
X
1 4 -2 _(1
(3 1 —1)<3Z’> =(3)

oG 5 200-6G)

5. Resolva o sistema abaixo utilizando a Regra de Cramer.
{ 3x+y=9
2x +3y =13

xX+2y—z=2
%x—y+z—3
X+y+z=6

2x+y+z=1
3x—y+z=3

2x+y+z=3
d){

x+3y—z=0
c){

2x+2y—z=0
3Ix+y+z=1
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6. Mostre que o sistema abaixo tem solug¢ao unica:

2x—y+z=3
{3x+2y—z=1

S5x—y=7
7. Escalone e classifique os sistemas abaixo:
{ x+5y=3
2) 2x—3y =5
1
v =2
b) {x + Sy
2x+y=4

3x—y—2z+t=2
—x—2y+3z+2t=-1
x+y+z+t=1
x—y+z+t=-1
y—z+2t=2
2x +z—-t=-1

x—2y—3z=5
e){

x+y—z+t=1
c){

d)

—2x+5y+2z=73
—x+3y—z=2

8. Resolva o sistema:

3x+y+4z=-1
4x —3y+z=3

3x + 5y + 2z =126
b){

S5x —2y+3z=2
a){

x—7y+z=-16
5x —y+3z=14

9. Determine o valor de a para que o sistema abaixo seja indeterminado:

2x+5y+az=0

{ x+3y+2z=0
3x+7y+z=0

10. Classifique e resolva os sistemas abaixo, utilizando o teorema de Rouché-Capelli.
xX+y—2z=4
a){—x+4y—32= 1
2x+2y+z=2
—x+3y—z=2
b){Sx—y+22= 1
2x+2y+z=3
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PRINCIPIO FUNDAMENTAL DA CONTAGEM

esta aula, estudaremos o Principio Fundamental da Contagem.
Definigao: O Principio Fundamental da Contagem diz que

quando um evento é composto por duas etapas sucessivas, de tal forma

que a primeira etapa pode acontecer de M maneiras e a segunda etapa

de n maneiras, consideramos que, o numero total de possibilidades do

evento ocorrer é dado pelo produto

m-n
Observagao: Isso vale para um evento com 3 ou mais etapas sucessivas, ou seja, basta

multiplicar as possibilidades de cada evento.

Vamos dividir o Principio Fundamental da Contagem em dois casos: o primeiro sera

com dois ou mais conjuntos e o segundo serda apenas com um unico conjunto.

Caso 1: Considere n conjuntos finitos quaisquer, tais que:

A= {al, Ay, -, Ap, } #A =p;

B = {by,b,, "".bpz } #B=p onde cada p; é um nimero natural

7 = {zl,ZZ, ...,.an } #Z = an
Entao, o numero de n-uplas ordenadas (sequéncia de n elementos) do tipo
(ai, b;, ...,zq)
Onde
a, EAVIi=1,2,..,p,

b] € B,VJ == 1,2,...,p2

Zq €Z,vq=1,2,..,pn
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E dado pelo produto:
(#4). (#B). ... . (#2)

P1 D2 " Pn
Demonstragio: A demonstragao ocorrera pelo Principio da Indugao Finita.

Paran = 2 (dois conjuntos), ¢ valido pelo Lema 1.

Supondo que seja valida para m conjuntos, iremos provar que vale para (n+ 1)
conjuntos.

A:{al, Ay apl} #A=D,

B:{bl, b ... bpz} 4B,

n conjuntos
(n+1) conjuntos

W:{Wl, Wy - qu} #W = pq

Z={7.,7., ..., #7 =
Zl 22 Z pq+1 pq+1
Para n conjuntos temos a seguinte sequéncia (a]-, bj, v Wj) com N elementos.

Por hipétese de indugio, temos que existem P: PP, sequéncias para n conjuntos.

Para (n + 1) conjuntos temos que existem P: PP, sequéncias e P elementos

pertencentes ao conjunto Z.

Entao, cada sequéncia (aj, bj, s W Zj) consiste de uma sequéncia (aj, bj, ) Wj) e
um elemento z; € Z.

Portanto, pelo Lema 1, o numero de sequéncias do tipo (aj, b;, ...,w;, Zj) é:
(P1 Pz e Pg) Para =P1° P2 P Pasa

O teorema é valido Vn € Nen = 2.

B QED

Observagiao: O simbolo #A representa a cardinalidade do conjunto A, ou seja, ¢ a

quantidade de elementos que o conjunto A possui.

Caso 2: Seja um conjunto 4 = {ay, a3, ..., Ay} com m = 2. Entio o numero de 7-

uplas ordenadas (sequéncia com 1 elementos), formadas com elementos distintos dois a

dois de A4, ¢ dado por:
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m(m-1).(m—=2)... .[m—(r—1)]

r fatores

Demonstragdo: A demonstragao ocorrera pelo Principio da Indugao Finita.
Parar = 2 temos m. (n — 1) que é valido pelo Lema 2.

Supondo que seja valida para uma r-uplas ordenadas, iremos provar que vale para

(r + 1)-uplas ordenadas.

Por hipétese de indugao, temos uma sequéncia com 1 elementos

m(m—-—1).(m—=2)....[Im—(r—-1)]

r fatores

Para formarmos uma (r + 1)-uplas ordenadas temos que existem uma sequéncia com

7 elementos e (M — 1) elementos faltantes pertencentes ao conjunto A.

(m).(m-1).(m=2)....Im-(r-1)]. .. .[2].[1]

r elementos (m-r) elementos

m elementos

Portanto, pelo Lema 2, temos que:

m(m—-1).(m—-2)....Im—(@r—-1)].[m—r]

(r+1) fatores

B QED

Exemplos:

1. Uma corrida possui quinze atletas. Quantos resultados existem para o 1°, 2° ¢ 3°
lugares?

Resolugio: Cada resultado para o 1°, 2° e 3° lugates representa uma tripla ordenada.

Para o primeiro lugar temos 8 atletas que podem ser o primeiro a cruzar a linha de
chegada.

8

Apbs, o primeiro colocado, teremos 7 atletas que podem cruzar a linha de chegada em
segundo lugar.

8 7

Depois do primeiro e segundo lugar teremos 6 atletas que podem cruzar a linha de

chegada em terceiro lugar.

1C0
1~]
1N
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Portanto, pelo Principio Fundamental da Contagem temos:

8.7.6 =336

2. Uma moeda ¢ lancada cinco vezes. Qual o numero de sequéncias possiveis de cara e

coroar

Resolugdo: Vamos denotar por K o resultado da moeda como sendo cara e por C o
resultado como sendo coroa. Queremos determinar o numero das n-uplas para n = 5, pois
a moeda foi langada cinco vezes. O lancamento de moeda pode ocorrer de duas maneiras: na
moeda sai cara (k) ou coroa (C). Assim, podemos determinar o nimero de sequéncias
possiveis com cinco langamentos na forma (a, b, ¢, d, e) taisquea €E A,b € A,c €A, d €
Aee € Aparatodo A = {K,C} = {cara, coroa}.

Como sao 5 lancamentos e cada lancamento possui duas possibilidades, entao, pelo

P.F.C. temos que:

2 2 2 2 2

5 langcamentos

3. Uma bandeira é formada por 4 listras que devem ser coloridas usando-se 3 cores A,
B ou C, nio devendo duas listras adjacentes serem pintadas de uma mesma cor. De quantos

modos pode ser colorida a bandeira?

Resolugio: Primeiramente iremos nomear as 4 listas conforme o desenho abaixo:

Vamos analisar as opgdes que temos de cores em cada linha:
Para L{ temos 3 opcdes de cores: A, B e C.

Para L, temos 2 opg¢oes de cores, pois a cor de L, tem que ser diferente da cor de Ly

por serem listras adjacentes.

Para L3 temos 2 op¢des de cores, pois a cor de L3 tem que ser diferente da cor de L,

por serem listras adjacentes. Com isso, uma opcao poderia ser repetir a cor de L.
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Para L, temos 2 opcoes de cores, pois a cor de L, tem que ser diferente da cor de L
4 ¢ > 4 3
por serem listras adjacentes.

V8]

(S BN A I S

Portanto, pelo P.F.C., temos que:
3.2.2.2=24

De quantos modos trés pessoas podem ficar em fila indiana?

Resolugio: Seja A = {P;, P,, P3} o conjunto das 3 pessoas. Queremos determinar o

numero de 3-uplas ordenadas e distintas, entao devemos usar o Caso 2.

Na primeira posicao da fila temos trés opgdes, ja na segunda posicao da fila teremos
duas opgOes e na terceira posi¢ao teremos uma unica op¢ao, pois Nao conseguimos repetir
pessoas em uma fila indiana. Assim, pelo P.F.C., temos que 3.2.1 = 6.

O Principio Fundamental da Contagem é um instrumento simples para a Analise
Combinatoria, porém para alguns problemas ele torna-se bem trabalhoso. Assim, se faz

necessario definirmos outros modelos de agrupamento para a contagem, como por exemplo:

Permutagao, Arranjo e Combinagao.
Esses trés tipos de contagem podem ser simples ou com elementos repetidos.

Antes de apresentarmos esses modelos de agrupamento, estudaremos, na préxima aula,

o conceito de Fatorial.

ATIVIDADES

1. Um homem vai ao restaurante disposto a comer um sé prato de carne e uma so
sobremesa. O cardapio oferece oito pratos distintos de carne e cinco pratos diferentes de

sobremesa. De quantas formas pode o homem fazer sua refei¢aor

2. Uma moca possui 5 blusas e 6 saias. De quantas formas ela pode vestit uma blusa e

uma saia?

3. Um homem possui 10 ternos, 12 camisas e 5 patres de sapatos. De quantas formas

podera ele vestir um terno, uma camisa e um par de sapatos?

4. Um automével é oferecido pelo fabricante em 7 cores diferentes, podendo o
comprador optar entre os motores 2 000 cc e 4 000 cc. Sabendo-se que os automéveis sao
fabricados nas versdes “standard”, “luxo” e “superluxo”, quantas sao as alternativas do

comprador?

5. Uma prova consta de 20 testes do tipo verdadeiro e falso. De quantas formas uma

pessoa podera responder aos 20 testes?
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6. Em um computador digital, um bit ¢ um dos algarismos 0 ou 1 e uma palavra ¢ uma

sucessao de bits. Qual é o nimero de palavras distintas de 32 bits?
7. Uma sala tem 10 portas. De quantas maneiras diferentes essa sala pode ser aberta?

8. De um grupo de 5 pessoas, de quantas maneiras distintas posso convidar uma ou

mais pessoas para jantar?

9. Quantos numeros de 3 algarismos (iguais ou distintos) podemos formar com os

digitos 1, 2, 3,7, 8?

10. Temos um conjunto de 10 nomes e outro de 20 sobrenomes. Quantas pessoas

podem receber um nome e um sobrenome, com esses elementos?

11. Seis dados sao langados simultaneamente. Quantas sequéncias de resultados siao

possiveis, se considerarmos cada elemento da sequéncia como o nimero obtido em cada

dado?

12. O sistema telefonico de Sao Paulo utiliza oito digitos para designar os diversos
telefones. Supondo que o primeiro digito seja sempre dois e que o digito zero nao seja
utilizado para designar estacoes (22 e 32 digitos), quantos numeros de telefones diferentes

poderemos ter?

13. Quantos nameros telefonicos com 7 digitos podem ser formados, se usarmos os

digitos de 0 a 9?

14. Quantas pecas diferentes podem ser formadas num jogo de dominé se usarmos os

nimeros 0,1,2,3,...,n?

15. Suponha que no inicio de um jogo vocé tenha R$ 2 000,00 e que s6 possa jogar
enquanto tiver dinheiro. Supondo que em cada jogada vocé perde ou ganha R$ 1 000,00,
quais sao os possiveis resultados ao final de trés jogadas?

16. Uma bandeira é formada de 7 listras, que devem ser pintadas de 3 cores diferentes.
De quantas maneiras distintas sera possivel pinta-la de modo que duas listras adjacentes nunca

estejam pintadas da mesma cor?

17. Designando-se seis cidades por A, B, C, D, E ¢ F, determine o nimero de maneiras

que permitem a ida de 4 até F, passando por todas as demais cidades.

18. Ha placas de automoveis que sao formadas por duas letras seguidas de 4 algarismos.
Quantas placas podem ser formadas com as letras 4 ¢ B e os algarismos pares, sem repetir
nenhum algarismo?
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BINOMIO DE NEWTON

esta aula, estudaremos o Binémio de Newton e o Teorema Binomial.

Defini¢do: Estudar o Bindmio de Newton consiste em estudar as
poténcias de bindémios.

Através das poténcias de binémios, podemos verificar regularidades

que facilitam a representacdo do polindmio. Além disso, é possivel

encontrar somente um dos termos do polinomio, sem precisar calcula-lo

por completo, utilizando a férmula do termo geral de um binémio.

As aulas de Analise Combinatéria e as aulas envolvendo Bindémio de Newton sio
importantissimos para compreendermos o Triangulo Pascal que veremos nas duas dltimas

aulas desse volume.

Antes de definirmos o Binomio de Newton, iremos retomar o conceito de Binomio

estudado na 82 Ano.

Definigdo: Binémio é uma expressiao algébrica que consiste em dois termos ligados

por um sinal de mais ou de menos.
Exemplos:
1. x + 2 — é um bin6émio.

2.3x — 2y + 4 — ndo ¢ um bindémio, pois sao trés termos ligados por um sinal de mais

ou menos e nao dois.
3. 2x — ndo é um binémio, pois ndo possui o sinal de mais ou menos.
4.4x + 2y — é um binomio.

5.4x + 2y — é um binomio.

Apbs relembrar o conceito de Bindomio, iremos definir o Binomio de Newton.

Definigao: Binémio de Newton ¢é qualquer binémio elevado a um nimero n, onde
x,y ERen€N.

(x +y)"
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O Bin6émio de Newton permite escrever na forma canonica o polindbmio

correspondente a poténcia de um binémio, como podemos ver abaixo os casos particulares:
(x+y)° =1
(x+yt=x+y
(x+y)? =x%+ 2xy + y?
(x+y)® =x3+3x%y + 3xy* + y3
Para todo n € N, podemos calcular da seguinte forma:

x+y)"=x+y) - x+y)-x+y) .- (x+y)

n fatores

O nome Binémio de Newton é uma homenagem ao fisico e matematico Isaac Newton,
entretanto devemos destacar que Newton nio tinha como objetivo estuda-lo. Ele estudava
regras que valem para (x + ¥)" quando o expoente n é fracionirio ou inteiro negativo,

portanto, seus estudos estavam interessados nas séries infinitas e ndo do Binoémio de Newton.

Observagiao: No Bindmio de Newton o expoente n é sempre natural.

Antes de apresentarmos o Teorema Binomial de Newton, precisamos de uma

definicao importantissima para compreendermos este Teorema.

Definigdo: Para n = p inteiros nao nulos, temos que:

|
()= =y

n
p), comp =0,1,..,n

) () )+ (s ()

sao chamados coeficientes binomiais.

Observagiao: Os termos (

n
Observacao: O coeficiente binomial (p) ¢ chamado de coeficiente binomial n sobre p.

n
Observagao: No coeficiente binomial (p)’ n ¢é chamado numerador ¢ p,
denominador.

Exemplos:

1. Calcule o coeficiente binomial (g)

Resolugiao:
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2. alcule o coeficiente binomial (100).

99
Resolugio:
100! 100 -99¢
(100) _ _ — 100
99 99!. (100 — 99)! 99L1.1
3. Calcule o coeficiente binomial (127).
Resoluciao:
(17) _ 17! _ 17-16-15¢ _ 272 — 136
2/ 21-(17=-2)!  2-1-158 2

4. Calcule o coeficiente binomial (g)

Resolugao:

5\ 5! 5
(5)_5!-(5—5)!_5!-0!_1

5. Calcule o coeficiente binomial (g)

Resolucgiao:

4 4! 4
(0)_0!-(4—0)!_0!-4!_1

6. Calcule o coeficiente binomial (g)

Resolugao:

6 6! 6:5-4-3!
3 31-(6-3) 3:-2-1-3!
7. Calcule o coeficiente binomial (215).

Resolugao:

(25) 25! 25 - 24!

1) " 11-(25-1)! 1-24!

Existem alguns casos particulares de coeficientes binomiais em que nao é necessario
fazermos o seu desenvolvimento, ou seja, podemos concluir o seu resultado sem o auxilio da
definiciao acima. Sao eles:

19 Caso:p=n

O coeficiente binomial n sobre n sempre resulta em 1, isto é toda vez que os dois

numeros forem iguais no coeficiente binomial, sempre resultara em 1.

n n! n!
(n) ECE I
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22 Caso:p =0

O coeficiente binomial n sobre 0 sempre resulta em 1, isto é toda vez que o
denominador for zero no coeficiente binomial, o resultado sera 1.

n n! n!
(0) S0 mo0) o

32Caso:p =1

O coeficiente binomial n sobre 1 sempre resulta em n, isto ¢é toda vez que o
denominador for 1 no coeficiente binomial, o resultado sera o numerador.

ny n! _n-m—H
(1)_1!(71—1)!_ —y "

TEOREMA BINOMIAL

Definigdo: O Teotema Binomial de Newton é o desenvolvimento de (x + y)™ para
n€Nex,y €R, e édada por:

(x_|_y)n:(8).xn+(rll).xn—l.y1+...+(Z).xn—p.yp+..._|_(Z).yn

Exemplos:

1. Desenvolva (x + 2)° pelo Teorema Binomial de Newton.
Resolugio:

(x+2)5=(g)~x5+(i)-x5‘1-21+(5)~x5‘2-22+(5

_ 5\ s 5\ s

> 3)~x5 3-23+(4)~x54-24+(5)~x5 5.95
.5 51 51 5!

=X +4!_1!-x -2+3!'2!-x -4+2!.3!-x °8+1!'4!-x°16+32

A P A A SR AL 3 TR T R .

BRRIVTRE T 3t.2.1 " 2-1-3 % 14"

= x> 4+ 10x* + 40x3 4+ 80x% + 80x + 32

Portanto, desenvolvendo (x + 2)° pelo Teorema Binomial de Newton, temos

(x +2)> = x>+ 10x* + 40x3 + 80x2 + 80x + 32

2. Desenvolva (x 4+ 1)3 pelo Teorema Binomial de Newton.
Resolugao:
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(x+1)3 = (3)-x3 + (3)-x3‘1 -1+ (3) cx372.1%2 + (3) ~x373.18

0 1 2 3
31 31
— 43 Cx2 . xl.
=x +2!.1! x 1+1!.2! x -1+1
I A U SV QR S S

Portanto, desenvolvendo (x + 1)3 pelo Teorema Binomial de Newton, temos

(x+1)3=x3+3x2+x+1

3. Desenvolva (x + 3)* pelo Teorema Binomial de Newton.

Resolucgiao:
a4 _ (H) 4 A 41 o1 A 42 o2 4\ 43 o3 A 44 oa
(x+3) —(0)x+(1)x 3+(2)x 3+(3)x 3+(4)x 3
4! 4! 4!
— 4 L3 a2 .yl
=X +3!_1!x 3+2!.2!x 9+1!_3!x 27 + 81
N A A S A SO D AL S o)
BT TR 2621 % 1.3 %

= x* + 12x3 + 54x? + 108x + 81
Portanto, desenvolvendo (x + 3)* pelo Teorema Binomial de Newton, temos

(x +3)* = x*+ 12x3 + 54x? + 108x + 81

4. Desenvolva (x + 4)* pelo Teorema Binomial de Newton.

Resolucgiao:
4 _ (H) 4 A a1 41 A a2 42 4\ 43 43 A a4 44
(x+4) —(0) X +(1) X 4 +(2) X 4 +(3) X 4 +(4) X 4
LA 4 4
=X +3!.1!-x -4+2!.2!-x -16+1!.3!'x - 64 + 256
T e e e ea 256
BRETRE T 2r.2.1 " TRETI

= x* + 16x3 + 96x2 + 256x + 256

Portanto, desenvolvendo (x + 4)* pelo Teorema Binomial de Newton, temos
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(x +4)* = x* + 16x3 + 96x2 + 256x + 256

ATIVIDADES

1. Para cada um dos numeros binomiais abaixo, encontre outro de mesmo valot.

2 ()
b) (141)
) (172)
0(3)
2. Calcule os binomiais abaixo:

) (1)
5 (3)
o (19)
D (130)

3. Determine o coeficiente de
a) x2 no desenvolvimento de (x + 2)3.
b) x3 no desenvolvimento de (x + 2)*.
c) x3 no desenvolvimento de (x + 3)°.
d) x2 no desenvolvimento de (x + 2)°.

e) x2 no desenvolvimento de (3x + 2)3.

4. Desenvolva, usando o Teorema Binomial:
a) (x + 3b)3
b) (1 —x%)°
) (V- )’
d) (sen 8 + cos 0 y)*
e) 3—y)°

5. Desenvolva, usando o Teorema Binomial
5

o) -2

5
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6. Desenvolva (x + a)’.

7. Quantos termos tem o desenvolvimento de:
a) (x +y)’
b) (x +)'°

8. (x +y)"No desenvolvimento de (x + y)109, qual o centésimo termo, se o

desenvolvimento for feito em poténcias de expoentes decrescentes de x?

9. Quais os 3 primeiros termos do desenvolvimento de (x 4+ y)!°% segundo as

poténcias de expoentes decrescentes de x?
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AVALIACAO

1. De um grupo de 5 pessoas, de quantas maneiras distintas posso convidar uma ou
mais para jantar?
2. Quantos numeros de 6 algarismos podemos formar permutando os algarismos
2,2,3,3,3,5?
3. De quantas formas se pode dispor oito pessoas em fila indiana?
4. Considere a palavra CONTAGEM. Determine o nimero de anagramas que:
a) Comecam com 4 e terminam com E.
b) Comecam com A ou terminam com E.
c) Comegam e terminam com vogal.
d) Tém aletra T antes da letra M.

5. Com os algarismos 1,2, 3,4, 5, 6,7,8 e 9, quantos nimeros de 3 algarismos distintos

podemos formar?

6. Um grupo consta de 20 pessoas, das quais 5 matematicos. De quantas formas

podemos formar comissoes de 10 pessoas de modo que:
a) nenhum membro seja um matematico?
b) todos os matematicos participem da comissao?
c) haja exatamente um matematico na comissaor
d) Pelo menos um membro da comissao seja matematico?

7. Desenvolva, usando o Teorema Binomial

14° 1
or2) -
m m
8. Desenvolvendo (x + 3y)°?, qual o termo que contém x*?

9. Calcule R0 (1k1).

10. Demostre que:

B+ () () () -omen

5
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EVENTO

studando os experimentos, descobrimos que existem dois tipos:
deterministico e aleat6rio. No deterministico conseguimos prever o resultado

que dara, ja o aleatério, ndo conseguimos prever o resultado.

No experimento aleatério nés nao conseguimos prever o resultado com

toda a certeza, , porém conseguimos descrever o conjunto de todos os

resultados possiveis que podem ocorrer. Isto é chamado de espaco amostral.

No espago amostral estao todos os possiveis resultados para aquele experimento, porém
nao conseguimos prever em qual elemento ou em quais elementos resultara. O que podemos

tazer ¢ dividir o espago amostral em eventos.
Mas o que seria um evento?

A palavra evento tem sua origem etimolégica no termo em latim EVENTUS que
significa acontecimento, ocorréncia, acidente, acaso. Na matematica encontramos a palavra
evento inserido no conteudo de Probabilidade. Vejamos a definicao:

Defini¢ao: O Evento é qualquer subconjunto do espaco amostral ((1).

Os eventos sao sempre indicados por uma letra maitscula do alfabeto
(4,B,C,...,X,Y,Z). Dizemos que um evento A ocotre se, realizado o experimento, o

resultado obtido for pertencente a A.
Exemplos:

1. Um dado ¢ lancado e observa-se o nimero da face de cima.
Nn=1{1,273,456}
Eis alguns eventos:
A: ocorréncia de nimero par.
A=1{2,46}
B: ocorréncia de namero impar.

B =1{1,3,5}
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C: ocorréncia de numero primo.

C =1{2,3,5}
D: ocorréncia de nimero menor que 4.

D ={1,2,3}
E: ocorréncia de nimero maior que 4.

E ={5,6}
F: ocorréncia de nimero menor que 8.
F={1,23,456}=20

G: ocorréncia de numero maior ou igual a 10.

G=0

2. Uma moeda ¢ lancada 2 vezes, e observa-se a sequéncia de caras e coroas.

2 ={(K,K); (K, 0); (C,K); (C, C)}

Eis alguns eventos:
A: ocorréncia de cara no 12 lancamento.

A={(K,K); (K,C)}
B: ocorréncia de coroa no 22 lancamento.

B ={(K,C); (C,0)}
C: ocorréncia de exatamente uma cotroa.

C ={(X,0);(C,K)}
D: ocorréncia de, no maximo, duas caras.

D ={(K,K); (K, C); (C,K)}

E: ocorréncia de pelo menos duas coroas.

E ={(C 0)}

Observagio: Os eventos que possuem um tunico elemento (#4 = 1) serdo chamados
eventos elementares.
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Observagdo: Notemos que, se #() = n, entdo { terd 2" subconjuntos e, portanto, 2™
eventos. Entre os eventos, salientamos o @ (chamado evento impossivel) ¢ o préprio ()

(chamado evento certo).

COMBINACAO DE EVENTOS

Os Eventos apresentados acima, nada mais sio do que subconjuntos do conjunto
Espaco Amostral, portanto, podemos combinar esses eventos para formar novos eventos,

COMO Veremos a seguir.

UNIAO DE EVENTOS

Definicdo: Sejam A e B dois eventos, entdo o evento A U B ocorrera se, e somente se,

A ou B (ou ambos) ocorrerem. Dizemos que A U B ¢ a unido entre o evento A e o evento

B.
Exemplos:
1. Um dado ¢ lancado e observa-se o nimero da face de cima.
N =1{1,273,4,56}
Sejam os eventos:

A: ocorréncia de numero par.

A=1{2,4,6}
B: ocorréncia de numero impatr.

B ={1,3,5}
C: ocorréncia de nimero primo.

C =1{2,3,5}

Entao, teremos:

A U B: ocorréncia de numero par ou nimero impat.
AUB =1{1,2,3,4,56}=10

A U C: ocorréncia de nimero par ou numero primo.

AuC =1{23,4,5,6}
B U C: ocorréncia de nimero impar ou nimero primo.
Buc(C ={1,2,3,5}
2. Uma moeda ¢ lancada 2 vezes, e observa-se a sequéncia de caras e coroas.
2 ={(K,K); (K,C); (C,K); (C,C)}
Eis alguns eventos:
A: ocorréncia de cara no 12 lancamento.
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A={(K,K); (K,C)}
B: ocorréncia de coroa no 22 lancamento.
B ={(K,C); (C,0)}
C: ocorréncia de exatamente uma coroa.
C ={(X,0); (C,K)}
Entao, teremos:
A U B: ocorréncia de cara no 12 lancamento ou de coroa no 22 lancamento.
AUB ={(K,K); (K,C); (C,C)}
A U C: ocorréncia de cara no 192 lancamento ou de exatamente uma coroa.
AuC ={(K,K);(K,C),(C,K)}
B U C: ocorréncia de coroa no 292 lancamento ou de exatamente uma coroa.

BucC ={(K,C);(C,0);(CK)}

INTERSECAO DE DOIS EVENTOS

Definic¢do: Sejam A e B dois eventos, entdo o evento A N B ocorrera se, e somente se,
A e B ocorrerem simultaneamente. Dizemos que A N B ¢ a intersegao entre o evento 4 ¢

o evento B.
Exemplos:
1. Um dado ¢ lancado e observa-se o nimero da face de cima.
N =1{1,2,3,45,6}
Sejam os eventos:

A: ocorréncia de numero par.

A=1{2,4,6}
B: ocorréncia de numero impar.

B ={1,3,5}
C: ocorréncia de numero primo.

C =1{2,3,5}

Entao, teremos:

A N B: ocorréncia de numero par e nimero impatr.

ANB =0
A N C: ocorréncia de nimero par e numero primo.
ANnC ={2}

B N C: ocorréncia de nimero impar e nimero primo.
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BncC = {35}
2. Uma moeda ¢ lancada 2 vezes, e observa-se a sequéncia de caras e coroas.
2 ={(K,K); (K,C); (C,K); (C,C)}
Eis alguns eventos:
A: ocorréncia de cara no 12 lancamento.
A={(K K); (K,C)}
B: ocorréncia de coroa no 22 lancamento.
B ={(K,C); (C,0)}
C: ocorréncia de exatamente uma coroa.
¢ ={(K,0);(C,K)}
Entao, teremos:
A N B: ocorréncia de cara no 12 lancamento e de coroa no 22 lancamento.
ANB={(,C)}
A N C: ocorréncia de cara no 12 lancamento e de exatamente uma coroa.
ANnC ={(,C)}
B N C: ocorréncia de coroa no 292 lancamento e de exatamente uma coroa.
BncC ={(K,C)}

Observagdo: Se AN B = @, A e B sao chamados mutuamente exclusivos.

COMPLEMENTAR DE UM EVENTO

Defini¢do: Seja A um evento, entdo o evento A° ocorrerd se, e somente se, A ndo

ocotrer. Dizemos que A° é o evento complementar de A.
Exemplos:
1. Um dado ¢ lancado e observa-se o nimero da face de cima.
N=1{1,23,45,6}
Sejam os eventos:

A: ocorréncia de nimero par.

A=1{2,4,6}
B: ocorréncia de namero impar.

B ={1,3,5}
C: ocorréncia de numero primo.

C =1{2,3,5}

168 | Matematica



Entao, teremos:

A°: ocorréncia de numero nio par, isto é, numero impat.

At ={1,3,5}

B°€: ocorréncia de nimero nio impar, isto é, numero pat.
B¢ ={2,4,6}

C*: ocortréncia de nimero nao primo.
C¢ ={1,4,6}

2. Uma moeda ¢ lancada 2 vezes, e observa-se a sequéncia de caras e coroas.
2 ={(K,K); (K,C); (C,K); (C,C)}
Eis alguns eventos:
A: ocorréncia de cara no 12 lancamento.
A ={(K,K); (K,C)}
B: ocorréncia de coroa no 22 lancamento.
B ={(K,C);(C,C)}
C: ocorréncia de exatamente uma coroa.
C ={(X,0); (C,K)}
Entao, teremos:
A€: ocorréncia de nio ter cara no 12 lancamento.
A¢ ={(C,K); (C,0)}
B€: ocorréncia de nio ter coroa no 22 lancamento.
B¢ = {(K,K); (C,K)}
C€: ocorréncia de nio ter exatamente uma coroa.

C ={(K,K); (C,0)}

UNIAO DE 1 EVENTOS

Defini¢do: Sejam A4, 4,, ..., 4, uma sequéncia de eventos. Entao o evento

n
A=A, UA, U ...UA,
i=1
ocorrera se, e somente se, a0 menos um dos eventos 4; ocorrer. Dizemos que A1 U
A, U ...UA, éaunido dos eventos 44, 4,, ..., A,.
Exemplos:
1. Um dado ¢ lancado e observa-se o namero da face de cima.

Q = {1, 2, 3, 4, 5' 6}
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Sejam os eventos:

Al = {ZJ 4) 6}
A, =1{2,3,4,5}
A3 = {2' 3' 5}

Entao, teremos:

3
UAi =A,UA,UA; ={2,3,4,5,6}
i=1
2. Um numero ¢ sorteado entre os 50 inteiros de 1 a 50.
n={1,2734,5,..,50}
Eis os eventos:
A=1{2,3,4,..,50}
B ={10,11,...,50}
c ={20,21,..,50}

Entao, teremos:

3
UAi =AUBUC=1{2,3,4,..,50}
i=1

INTERSECAO DE 1 EVENTOS

Definig¢ao: Sejam A4, A,, ..., 4, uma sequéncia de eventos. Entao o evento

n
Ai=A NA,N.NA,

i=1

ocorrera se, e somente se, todos os eventos A j ocorrerem simultaneamente.
Dizemos que 41 N ...N 4,, é aintersegdo dos eventos Ay, 4, ..., A,,.

Exemplos:

1. Um dado ¢é lancado e observa-se o nimero da face de cima.

N =1{1,273,4,5,6}

Sejam os eventos:

A, = {2,4,6}
A, ={2,3,4,5}
As ={2,3,5}

Entao, teremos:
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Ai :Al ﬂAZ ﬂA3 :{2}

.

i=1
2. Um numero ¢ sorteado entre os 50 inteiros de 1 a 50.
n={1,2734,5,..,50}
Eis os eventos:
A=1{2,3,4,..,50}
B ={10,11,...,50}
c ={20,21,..,50}

Entao, teremos:

3
A, =ANnBnC={20,21,..,50}
i=1

ATIVIDADES

1. Uma urna contém 30 bolinhas numeradas de 1 a 30. Uma bolinha é escolhida e é

observado seu numero. Seja 2 = {1,2,3, ...,29, 30}. Descreva os eventos:
a) O numero obtido ¢ par.
b) O numero obtido é impar.
c) O numero obtido é primo.
d) O nimero obtido ¢ maior que 16.
e) O namero é multiplo de 2 e de 5.
f) O nimero é multiplo de 3 ou de 8.
g) O nimero nio ¢ multiplo de 6.

2. Dois dados, um verde e um vermelho, sdo langados. Seja {2 o conjunto dos pares (a,
b), em que a representa o nimero do dado verde e b o do dado vermelho. Descreva os

eventos:
a) A: ocorre 3 no dado verde.
b) B: ocorrem numeros iguais nos dois dados.
c) C: ocorre numero 2 em ao menos um dado.
d) D: ocorrem numeros cuja soma € 7.
e) E: ocorrem nimeros cuja soma ¢ menor que 7.

3. Uma moeda e um dado sio langados. Seja:

2 = {(K,1); (K, 2); (K, 3); (K, 4); (K, 5); (K, 6); (€, 1); (C, 2); (C,3); (€, 4); (C,5); (C, 6)}
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Descreva os eventos:

a) A: ocorre cara. e)BNnC.
b) B: ocorre nimero par. HANC.
c¢) C: ocorre o nimero 3. g) AC
dA U B. h) C¢.

4. Um par otrdenado (a,b) é escolhido entre os 20 pares ordenados do produto
cartesiano AxB, em que A = {1,2,3,4} e B ={1,2,3,4,5}.

Considere 2 = {(a,b) |a € A Ab € B}. Descreva os eventos:
) A={(x,y) [x=y]}
b)B={(x,y) x>y}
C={xy)|lx+y =2}
d)D={(xy) |y =x*}
) E={(x,y)|x =1}
HEF={(xy) |y =3}

5. Uma urna I tem duas bolas vermelhas (V) e trés brancas (B) e a urna II tem cinco
bolas vermelhas e seis brancas. Uma urna é escolhida e dela é extraida uma bola e observada

sua cor. Seja: 2 = {(I,V); (I,B); (I1,V); (II, B)}
Descreva os eventos:
a) A: a urna escolhida é a I.
b) B: a urna escolhida é a II.
¢) C: a bola escolhida é vermelha.
d) D: a bola escolhida ¢ branca.
e)AUB.
f)ANB.
g) D¢

6. Um experimento consiste em perguntar a 3 mulheres se elas usam ou nio o sabonete
da marca A.

a) Dé um espago amostral para o experimento.

b) Descreva o evento A: no maximo duas mulheres usam o sabonete da marca X.
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AULA 104

INDEPENDENCIA DE EVENTOS

esta aula, estudaremos a independéncia de eventos. Primeiramente

precisamos compreender os significados das palavras.

A palavra independente tem sua origem etimoldgica nos termos em
latim IN e DEPENDERE, o termo IN ¢é um prefixo negativo e
DEPENDERE significa estar preso, estar pendurado.

Como o evento ¢ qualquer subconjunto do espago amostral ©Q, a independéncia de
eventos ocorre grosso modo quando estes subconjuntos nao estio presos um ao outro, isto

¢, a ocorréncia de um evento nao afeta a probabilidade de outro evento.

Iremos definir a independéncia de eventos para dois eventos, para trés eventos e para

n eventos.

INDEPENDENCIA DE DOIS EVENTOS

Defini¢do: Dados dois eventos A ¢ B de um espago amostral (2, diremos que A

independe de B se:
P(A|B) = P(4)
isto ¢, A independe de B se¢ a ocorréncia de B nao afeta a probabilidade de A.

Observagio: Note que, se A independe de B (P(A) > 0), entio B independe de 4,

pois:

P(ANB) P(B).P(A|B) P(B).P(4)
P4 PA PW

P(B|A) = = P(B)

Além disso, temos que:

P(ANB) = P(4).P(B|A) = P(4) .P(B)
P(B)

Entao, podemos usar como defini¢ao:
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Definigao: Dois eventos A e B sao chamados independentes se
P(AnB)=P(A).P(B)

Exemplos:
1. Uma moeda ¢ langada trés vezes. Sejam os eventos:
A: ocorrerem pelo menos duas coroas.

B: ocorrerem resultados iguais nos trés lancamentos.
Assim, temos que:
N ={(,KK),(KK,C)KCK)K,CC),CKK)CKC),CCK)CCC}
A={(K,CC)(CKC),(CCK)(CCCOC)}
B ={(K,K,K),(C,C,6C)}
AnB={(CC0C)}

Calculando as probabilidades, temos que:

PM)—4—1
8 2

2 1
P(B)==-==
(B) 8 4
1
P(AnB)=g

Logo,

P(ANB)= P(4) . P(4)

R = -
N| = >

T
1
4
Portanto, A e B sio independentes.

2. Duas pessoas arremessam uma bola de basquete na cesta. A probabilidade de a 12

fazer a cesta é P(4) = % e a probabilidade de a 22 fazer a cesta é P(B) = g

Admitindo A e B independentes, se os dois arremessarem, qual a probabilidade de:
a) Ambos fazerem a cesta.

b) Ao menos um atingir o alvo?
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Resolugao:
a)

wlr—\
UJIN

P(ANB) = P(4).P(B) =

"9
b)
1 2 7

P(AUB)=P(A)+P(B)—P(AnB)=§+§—§=§

Observagido: Se A ¢ B ndo sdo independentes, cles sio chamados dependentes.
Observagio: Se A e B sdo independentes, entio:

* A e B sio independentes.

« A® e B sio independentes.

* A€ ¢ B€ sio independentes.

INDEPENDENCIA DE TRES OU MAIS EVENTOS

Definig¢ao: Sejam 3 eventos 4, B e € do mesmo espago amostral Q. Diremos que 4, B

e C sdo independentes, se:

P(ANn B) = P(A) - P(B)
P(ANC) = P(A) - P(C)
P(BNC) = P(B) - P(C)
P(ANBNC) =P(A)-P(B)-P(C)

Podemos generalizar esta definicdo, para n eventos, isto ¢, Aq,4,,...,A, sio
independentes, se:

P(ANA;)-P(A) P(A;] viii=]

P(AiﬂAjﬂAk):P(Ai) - P(Aj) P(A) Viik i=jizk =k

......................................................................................................

P(ANAN--NAL)=P(A)-P(Ay) - - P(An)

Observagao: Em geral, para mais que 2 eventos, ndo precisamos verificar todas essas
condi¢oes, pois do ponto de vista pratico nés admitimos a independéncia (baseados nas
particularidades do experimento) e usamos esse fato para calcularmos, por exemplo,

P(A,NA, N ..NA,) com P(4,) - P(4,) - ... P(4,).
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Exemplos:

1. Uma moeda ¢ lancada 8 vezes. Qual a probabilidade de observarmos coroa nos 8
lancamentos?

Sejam os eventos:
Aj: ocorre coroa no 22 lancamento.

A,: ocorre coroa no 12 lancamento.

Ag: ocorre coroa no 82 lancamento.

Os resultados de cada langamento nio sdo afetados pelos outros, assim Aq, 4,, ..., Ag
sao eventos independentes.

Logo, temos que:

P(A;NnA,Nn..NnAg) =P(4,) - P(4,) - ...- P(4g)

P(ANAN--NAg)=P(A)P(A) - -P(Ag)

Como, A = A, = =Ag = %, temos que:
P(A,NnA, N nA)—11 1_1
P8l 2 27 256
8 fatores
ATIVIDADES

1. Se A e B sao eventos independentes, prove que Ac e B também o sao. Isto é, prove
que a implicagdo abaixo ¢ verdadeira:

P(ANB) = P(A) - P(B) = P(A° N B) = P(A°) - P(B)

2. Numa sala existem 4 homens e 6 mulheres. Uma mosca entra na sala e pousa numa
pessoa, a0 acaso.

a) Qual a probabilidade de que ela pouse num homem (P(H))?
b) Qual a probabilidade de que ela pouse numa mulher (P(M))?
¢) Os eventos H ¢ M sao independentes?
3. De um baralho de 52 cartas, uma é extraida ao acaso. Sejam os eventos:
A: A carta é de copas.
B: A carta ¢ um rei.
C: A carta é um rei ou uma dama.

Quais dos pares de eventos sdao independentes?

a)AeB
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b)AeC

c)BelC

1

4. As probabilidades de que duas pessoas A e B resolvam um problema sio: P(4) = 3

¢ P(B) = 2. Qual a probabilidade de que:
a) Ambos resolvam o problema?
b) Ao menos um resolva o problema?
c) Nenhum resolva o problema?
d) A resolva o problema, mas B nao?

5. B resolva o problema, mas A nao?A probabilidade de um certo homem sobreviver
mais de 10 anos, a partir de uma certa data, ¢ 0,4, ¢ de que sua esposa sobreviva mais 10

anos a partir da mesma data é 0,5. Qual a probabilidade de:
a) Ambos sobreviverem mais 10 anos a partir daquela data?

b) Ao menos um deles sobreviver mais 10 anos a partir daquela data?

6. A probabilidade de que um aluno A resolva certo problema é P(4) = %, a de que

1

, 1 . ,
outro aluno B o tresolva é P(B) = Sca de que um terceiro aluno C o resolva é P(C) = "

Qual a probabilidade de que:
a) Os trés resolvam o problema?
b) Ao menos um resolva o problema?
7. Uma moeda ¢ lancada 10 vezes. Qual a probabilidade de:
a) Observarmos 10 caras?
b) Observarmos 10 coroas?

c) Observarmos 4 caras e 6 coroas?
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AVALIACAO GERAL - PARTE |

Nesta anla, iniciaremos nma Avaliacdo Geral contemplando todos os assuntos estudados ao longo dos

volumes 1, 2, 3 e 4.

1. Calcule a medida aproximada de A.

, b T 3 T
2. Qual ¢ o valor de (cossecz + sen g) (senz — sec E)?
3. Reduzir ao primeiro quadrante:
a) tg 290°
b) cossec 11?”
3m
) g
51
d) tg—
4. Qual o valor de cos 1200°?

5. Determine o periodo, a imagem e faga o grafico das fung¢oes abaixo:
a) f(x) = cosx
b) f(x) = cotgx
c) f(x) = sen2x
d) f(x) = sen (x — %)
e) f(x) =2+tgx
6. Simplifique

1 1+ cosx
1+secx J1—cosx
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7. Demonstre:
a) sen(a + b) =sena.cosb +senb. cosa

b) cos(a —b) = cosa.cosb +sena. senb

tga+tghb
1-tga.tgb

c)tg(a+b) =
8. Determine o periodo, a imagem e faga o grafico das fun¢des abaixo:

a) f(x) = cosx

b) f(x) = cotgx

c) f(x) = sen2x

A

d) f(x) = sen (x — Z)

e) f(x) =2+1tgx
9. Simplifique

1 1+ cosx
1+secx J1—cosx

10. Demonstre sen(a + b) = sena.cosb + senb. cosa.
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